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Методом структурного сращивания строится асимптотика решения обобщенной модельной задачи Лагерстрома 
размерности три. 

It is constructed an asymptotic of the solution of the generalization  Lagerstrom’s model problem of the dimension three. 

1.Введение.  
Рассматривается обобщенная задача Лагерстрома 

2 2''( ) (3 ) '( ) ( ) '( ) ( '( )) , (1) 1, ( ) 0y x x y x y x y x y x y y           (1) 

Где 0 1  малый параметр, 0   – постоянная, [1, )r   – независимая переменная, ( )u r - 

неизвестная функция. 
Здесь методом структурного сращивания [1-2] строится  равномерная асимптотика решения этой задачи. 
 Отметим, что асимптотика  решения уравнения  (1) при 0  , т.е. 

                             1''( ) (( 1) ) '( ) ( ) '( ) 0, (1) 1, ( ) 0y x n x y x y x y x y y                       
*(1 )  

при 2,3,4n   построены в [4-6] методом структурного сращивания.  Историю этой задачи  и литературу по 

этой проблеме можно найти в [3].  

Существование и единственность решения задачи 
*(1 )  изложены в [6-7].  

2. Структура внешнего решения 
Определение 1. Переменную x   назовем внешней переменной. 
Определение 2. Внешним решением задачи (1), назовем решение этой задачи, которое удовлетворяет 

условию (1) 0, '(1) ,y y a   где a const  – пока не определена и существует на конечном, но на большом 

отрезке ( ) [1, ]J   . 

Внешнее решение задачи (1)  удовлетворяющее условию  (1) 1, '(1)y y a   ищется в виде: 

         2
0 1 2, n

nY x y x y x y x y x                  (2) 

где  jy x   – пока неопределенные функции на отрезке ( )J   , при чем эти функции удовлетворяют 

следующим граничным условиям: 

   '
0 01 0,  1y y a  ,    '1 0,  1 0  ( 1,2, )k ky y k      

Подставляя  (2) в (1) для определения ( ) ( 0,1,2,...)jy x j    имеем следующие уравнения: 

                 2
0 0 0 0 0

3y x y x y' x 0, y 1 1, y 1 a,
x

         (3.0) 
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         1 1 1 1 0 0 00
3Ly : y x y 2 y x y x y x y y x ,
x

              (3.1) 

   2
2 1 1 0 1 1 0 2 2Ly y y y y y y , y 1 y 1 0,              (3.2) 

   3 2 1 2 0 2 1 1 2 0 3 3Ly y 2 y y y y y y y y , y 1 y 1 0,                (3.3) 

   2
4 3 2 1 3 i 1 4 4

i j 3
Ly y 2 y 2 y y y y , y 1 y 1 0, 

 

              (3.4) 

 5 4 1 4 2 3 i j 5 5
i j 4

Ly y 2 y y 2 y y y y , y 1 y 0, 
 

                (3.5) 

   2
6 5 3 1 5 2 4 i j 6 6

i l 5
Ly y y 2 y y 2y y y y' , y 1 y 1 0,

 

              (3.6) 

   

2
2m 2m 1 m i j i j

i j 6 i j 2m 1
i; j 1
i j

2m 2m

Ly y y y y y y ,

y 1 y 1 0,


    




       

 

 
   ( 3.2m )  

     

   

2m 1 2m i j i j
i j 2m 1 i j 2m
i , j 1

2m 1 2m 1

Ly y y x y x y y x ,

y 1 y 1 0,


    


 

      

 

 
  ( 3.2m 1)  

Уравнение (3.0) является уравнением Бернулли и его можно решить следующим образом. 

' 2 0
0 0 0 0

0 0

'3 3 1
'

zy z z z z
x z x z

        . 

Если ввести обозначение 

    bav
xyz

v   :1,
'

11 1
0

00
0  , 

Тогда 

    3 3 1 2 1
0 0 0

1

3
' [ ] ( 2 ) 2

x

v x v v x x b s ds b x x
x

             . 

Отсюда  

                              

 

   

0 3

0 2
1

2

2 21

2
'

(2 )

1 2 2

2 1 1 2
1 ln

x

x

y x
x b x

dsy x b
s s

s bx
s s x

 

 
 


     

 
 

     


 
      





                              (4.0.1) 

Далее мы будем считать, что а=0(1), 0  или b=a–1, 0. Тогда  (4.0.1.) можно записать в виде 

                                               
2

0 1 2

1
( ) 1 ln 1 ( ),

1
y x A A O x

x


     


                        (5.0) 
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где 
1 1

2 1 1
ln ln ln

1 (2 ) 1 2 2

b aA
b a


      

 
 

 Из (4.0.1) ( или из (5.0) ) имеем  

 3
0 5.1' ( )) ( ),y x O x x   

Используя (5.0) и (5.1), уравнение (3.1) запишется в виде 

    3
1 0 01 ' ( ), .Ly y y x O a x x    . 

Если обозначить  xyz 11 ' , то это уравнение имеет вид  

  1 3
1 0 1' 3 2 ' ( ),z x y x z O a x x     . 

Отсюда имеем 

    2
1 1' ( ),y x z x O a x x   . 

Интегрируя это выражение, получим 

                                                  
 
 

2 1
1

2
1

' ( ),

( ln ),

y x O a x x

y x O a x x

 

 
                                  (5.1) 

Учитывая (5.0)-(5.1) уравнение для определения y2(x) можно записать в виде 

  2 3 1
2 0 1 1 1 01 ' ' ' ( ),Ly y y y y y O a x x        

или 

   1 3 1
2 0 2' ' 3 2 ' ' ~ ( ),y x y y O a x x     

Отсюда  

                                                    
 
 

' 3
2

3
2

( ln ),

( ln ),

y x O a x x

y x O a x x x

 

 
                                                (5.2) 

Используя (5.0), (5.1), (5.2) уравнение для определения функций y3(x) запишется в виде 

4
3 0 2 1 1 2 0Ly ( y 1)y 2 y y y y O( a ln x ), x .           

Или  

      1 4
3 0 3' ' 2 2 ' ' ( ln ), .y x y x y x O a x x    . 

Отсюда  

 
 

' 4
3

4 2
3

( ln ),

( ln ),

y x O a x x x

y x O a x x x

 

 
 

Уравнение для определения функции 4 ( )y x  можно записать в виде 

5
4 0 3 1 3 2 1 3 0Ly ( y 1)y 2 y y y y y y O( a xln x ), x .             

Или  

      1 5
4 0 4' ' 2 2 ' ' ( ln ), .y x y x y x O a x x x     

Интегрируя это выражение получим 

 
 

' 5 2
4

5 3
4

( ln ),

( ln ),

y x O a x x x

y x O a x x x

 

 
 

Методом математической индукции можно показать, что  

   
   

2' 3

12

ln ,

ln ,

n
n

n
n

y x a xO a x x

y x a xO a x x





 

 
 

Таким образом, внешнее решение задачи (1)-(2) запишется в виде 
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  2 2 1
0 1 2 1, ~1 ln {[ ( ) ... ( ) ...]n

nY x a a x ax ax ax        
        , 

 где k  некоторые положительные числа.               

Если неизвестное число a  взять в виде a   то ряд (6) является асимптотическим рядом по малому 

параметру   на отрезке   ],1[ 1J . Таким образом доказана  

Теорема 1. Если взять внешнее решение с начальным условием у(1)=1,  ' 1y a   , то оно является 

асимптотическим рядом на отрезке J().  
Теперь построим внутреннее решение удовлетворяющее условию y()=0. 
Для этого в (1) сделаем подстановку   t=x, тогда оно запишется в виде 

          23
'' 1 ' ' 'y t y t y t y t y t

t
     

 
                                       (8) 

где     1,, 
 txxytu . 

Определение 2. Переменная t называется внутренней переменной, а решение уравнения (8) внутренним 
решением задачи (1). 

Оказывается внутреннее решение уравнение (8) существует не только в окрестности бесконечной точки 
x   , но и на всем отрезке t[, ) или х[1,). Поэтому уравнение (8) решается с краевыми условиями: 

( ) 1, ( ) 0u u    .                                                             (9) 

 Теорема 2.  Решение задачи (8)-(9)  можно представить в виде  

         0 1 2, , , , ... ,nu t u t u t u t u t                                    (10) 

где        ( , ) , ' , 0,1,2,...k k
k ku t O u t O k     , т.е.  ,ku t   – является асимптотической 

последовательностью и удовлетворяют краевым условиям  
 0 0(0) 1, ( ) 0; (0) 1, ( ) 0 ( 1,2,...).k ku u u u k        

Подставляя (10) в (8) для определения функций  , ( )k ku t u t   получим уравнения: 

           1
0 0 0 0 0'' 3 ' 0, 1, 0Mu t u t t u t u u                      (11.0) 

             0,'' 1100
2

01  uututututMu                 (11.1) 

            0,''''2 220110102  uutuutuutuutMu                (11.2) 

              0,''')'(''2 33021120
2

1203  uutuuuutuututuutMu       (11.3) 

Далее, существования и оценки решений этих задач  доказывается применением функции Грина. 
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