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Бул макалада өсүүчү функция боюнча алынган туун-
дунун жардамында функциянын дифференциалы аныкта-
лат, изилденет жана анын түшүнүктөрү кеңейтилет.  

Бул макалада функциянын өсүүчү функция боюнча 
алынган дифференциялынын аныкталышы жана колдону-
луштары, аларды аныктоонун негизги жолдору жана 
аларды колдонуунун негизги усулдары каралат [1]. 

В этой работе на основе понятия производной по 
возрастающей функции определяется, исследуется и 
обобщается понятие дифференциала функции. 

 In this paper, based on the notion of derivative of an 
increasing function is defined, we study and generalize the 
notion of the differential function. 

Жогорку жана атайын орто окуу жайлардын 
математика сабагы боюнча негизги курстарында 
негизинен бир аргументүү функциянын дифферен-
циялынын аныкталыштарын, алардын касиеттерин, 
аларды табуунун негизги жолдорун  жана алардын 
колдонуштары жөнүндөгү негизги теоремалар далил-
дөөлөрү менен толук изилденет. Жогорку тартиптеги 
дифференциялдарды алуунун жолдору көрсөтүлөт. 
[2], [3], [4], [5]. 

Ал эми алардын колдонуштары, теоремалардын 
формулалары, мисалдарды жана маселелерди чыга-
рууда  толугу  менен жыйнактарда каралган [6]. 

Мейли бизге  xf  функциясы  nRax  чеки-

тинин мында  naaaa ,...,, 21  кандайдыр  бир ай-

магында  аныкталган болсун.    

Ал эми өсүүчү   nixii ,...,2,1,  функция-

лары Rax  11  чекиттинин аймагында аныктал-

ган  болсун. 

1 - а н ы к т а м а .      afxfxf   

айырмасы    nx...,x,xfxf 21  функциясынын  

ax   чекитиндеги  xf өсүндүсү деп аталат. 

2 - а н ы к т а м а .  axx    айырмасы 

   nxxxfxf ...,, 21  функциясынын x  аргументинин  

x  өсүндүсү деп аталат. 
3 - а н ы к т а м а . Жалпы түрү төмөндөгүдөй  

түрдө аныкталган  

          1,...,, 2211 nxxxx    

функция  nxxxx ,,........., 21  аргументи-

нен көз каранды  x вектордук-функциясы деп 

аталат. 

4 - а н ы к т а м а .      axx     

айырмасы  1  түрдө  аныкталган  x  функция-

сынын б.а.         nxxxx  ,...,, 2211  век-

тордук-функциясынын ax  чекитиндеги  

 x  өсүндүсү  деп  аталат. 

5 - а н ы к т а м а . Жалпы түрү төмөндөгүдөй  

түрдө аныкталган    



n

i
ii axa,x

1

2
 чоңдук 

x  векторунун узундугу деп аталат жана 

x аркылуу белгиленет. 

6 - а н ы к т а м а .  Эгерде    xf   функциясы-

нын  xf  өсүндүсүн 0x  умтулганда 

      xxfdxf    түрүндө жазууга 

болсо, анда  x тен көз каранды болгон сызык-

туу  xfd функциясы  xf  функциясынын  x  

боюнча ax   чекитинде алынган  дифференциалы 

деп аталат  жана  xfd аркылуу белгиленет. 

Эгерде  xf  функциясынын  x  функциясы 

боюнча ax   чекитинде  xfd  дифференциалы  

жашаса, анда  xf  функциясы 
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        nxxxx  ,...,, 211  функциясы боюнча  

ax    дифференцирленүүчү болот. 

 1 - л е м м а . Эгерде   xf  функциясы   ax    

чекитинде  x  функциясы боюнча диффе-

ренцирленүүчү болсо, анда ал ax   чекитинде 
үзгүлтүксүз болот. 

Д а л и л д ө ө . Лемманын далилдөөсү   xf   

функциясынын  xf  өсүндүсүнүн  качан гана  

0x  умтулганда нөлгө умтулуусунан келип 

чыгат  xfd  – сызыктуу функция болгондуктан, 

аны биз төмөндөгүдөй түрдө жазып алсак болот: 

   



n

i
iii xAxfd

1

  мында iA  – кандайдыр бир 

чыныгы сандар жана      .iiiiii аxx    

Эгерде    ii xxf   болсо, анда    

   iii xdxfd     болот. 

Лемма далилденди. 

1 - т е о р е м а. Эгерде  xf  функциясы   

 x  функциясы боюнча ax   чекитинде диффе-

ренцирленүүчү болсо, анда бардык   

   niii axafx ,...,,...,1 координаттык функция-

лары  ii xf  функциясы боюнча ,ax ii   

,n,...,i 1  чекиттеринде дифференцирленүүчү 

болот жана  i
i

i
i a

d

d
A




  орун алат. 

Д а л и л д ө ө.  xf   функциясынын   xf    

өсүндүсүнүн ax  чекитинде  ir   учурунда 

rr ax   деп кабыл алсак, анда      iii xAxf  

  ii x  анда  ii x  функциясынын анык-

тамасынан          iiii axafxf

    iiiis xxA   экендиги келип чыгат б.а. 

   
   

 
 ii

ii

iiii

iiii

x
i

ad

ad

ax

ax
A















 0
lim    орун алат. 

7 - а н ы к т а м а . Эгерде
 
 ii

ii

ad

ad




 

туундусу жашаса,  анда ал   xf  функциясынан  

ax   чекитиндеги i чи өзгөрүлмөсү боюнча 

 ii x  функциясы боюнча алынган жекече туундусу 

деп аталат жана 
 
 

 
 

 

axiiii

ii xf

a

af

ad

ad















  ар-

кылуу белгиленет. 

Н а т ы й ж а.  xf  функциясынын  x  

функциясы боюнча ax  чекитинде алынган диф-

ференциалы       
n

i
ax

afaf
xfd 




 











...1

1

 

түрүндө жазылат. 

Жыйынтыктап айтканда,  xf  функциясынын 

 x  функциясы боюнча чекитте дифференцирле-

нүүсүнүн зарыл шарты болуп бул чекитте 
функциянын бардык жекече туундуларынын жаша-
шы эсептелет.  

2 - т е о р е м а . Эгерде  xf  функциясынын 

ax   чекитинин кандайдыр бир аймагында  x  

функциясы боюнча бардык жекече туундулары 
жашаса жана алар үзгүлтүксүз болсо, анда 

 xf функциясы  ax   чекитинде  x  функция-

сы боюнча   дифференцирленүүчү  болот. 
Д а л и л д ө ө . Эсептөөгө жеңил болуусу үчүн 

2n  деп алалы.  yxf ,  функциясынын  ba,  че-

китиндеги  yxf ,  өсүндүсүн төмөндөгүдөй түрдө 

жазып алабыз:  

     
    

   )b,afyb,af

yb,afyb,xaf

b,afyb,xafy,xf







 

Мында ар бир кашанын ичиндеги айырмаларга 
кеңейтилген чектелген Лагранжанын өсүндүлөрү 
жөнүндөгү формуласын колдонсок, анда ар бир 

үзгүлтүксүз өсүүчү  x1  жана  y2  функциялары 

үчүн төмөнкү формуланы алабыз:  

 
   

2
2

21
1

1

1 










b,afyb,af
y,xf

 

Мында      ,111 axa    

       ,,222 byb турактуу 

сандар  жана  1,0   . 

Мындан жекече туундулардын 0x   жана 

0y  умтулганда үзгүлтүксүздүгүнөн төмөнкү 

катыштарды алабыз  

     10
,,

11

21 











 bafbaf

   
 10

22









 b,afyb,af

 ошондуктан, 

       .0
,,

, 212

2

1

1


















bafbaf
yxf

келип чыгат. 
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 

,

,

,,

,

2
2

2
1

21

21







болгондуктан 

 
     

   












 0

02
2

1
1

y,xfd

b,afb,af
y,xf

  

экендиги келип чыгат, б.а.  yxf ,  функциясы-

нын    bayx ,,   чекитинде дифференцирленүүчү-

лүгү келип чыгат. 

Теорема далилденди.  
 3 - т е о р е м а.  Мейли бизге  

      xuxuxu m,,1   кандайдыр бир 

 naaax ,,1   чекитинин аймагында аныкталган 

nR   ди 
nR ге чагылдырган  чагылдыруу болсун  

жана  naaax ,,1   чекитинде  x  

функциясы боюнча  дифференцирленүүчү болсун  

жана  каалагандай эң   кичине 0  саны үчүн 

 xu  чагылдыруусунда кандайдыр бир   ba,0  чеки-

тинин  -аймагынын образы  aub   чекитинин -

аймагында кармалса,  ,0 by  чекити үчүн  yf  

сандык функциясы аныкталса  жана ал b  чекитин-

де дифференцирленүүчү болсо, анда     xufxh   

татаал функциясы ax   чекитинде  x   функ-

циясы боюнча дифференцирленүүчү  болот  жана  
төмөнкү  барабардык 

 
 

,
u

y

f
...

u

y

fxh

s

m

mss 





















 1

1

 .n,...,s 1  

орун алат,    бул  барабардыкта   xs   боюнча 

алынган   жекече  туундулар   ax   чекитинде, ал 

эми  miyi ,...,1,  боюнча алынган жекече 

туундулар   by   чекитинде  каралат. 

 Д а л и л д ө ө .  yf  сызыктуу функциясынын 

by   чекитинде дифференцирленүүчүлүгүнөн  

 xf  функциясынын аргументтин каалагандай 

byy   өсүндүсүнө тура келген өсүндүсүн: 

     yydfyf    түрүндө жазып алсак   болот,  

мында     
.

1









m

i

iy
y

yf
yf   

Бирок      ,,...,,,..., 11 mm bbbyyy   

       






 



o
au

auxuy s

m

s s

i
iii

1

  

болгондуктан, акыркы эки барабардыктан 

   



















  

 
s

n

s

m

i s

i

i

u

y

f
fxh

1 1

келип чыгат, б.а. татаал функция дифференцир-
ленүүчү болот.   Теорема далилденди. 

Н а т ы й ж а. Дифференцирлөөнүн эрежелери.  
Жогорудагы далилденгендерден төмөндөгү 

формулалардын тууралыгы келип чыгат: 

  ;RC,uCdCud.  1    

  ;vddvud.  2  

  ;uvdvuduvd.  3  

  0;.4
2












av

v

vuduvd

v

u
d 
  

Д а л и л д ө ө . 3 - эреженин далилдөөсүн карап 
көрөлү:  

Мейли бизге    ,, uvvuzz   болсун,  анда 

.vuduvdvd
v

z
ud

u

zd
zd  







 экендиги 

келип чыгат.  
Калган эрежелер ушундай эле жол менен далил-

денет. 
Эми биз жогорку тартиптеги  дифференциал-

дарды карап көрөлү. 

Мейли бизге  xf   функциясы  x  функция-

сы боюнча эки жолу  naaax ,...,1  чекитинде 

дифференцирленүүчү болсун.  

Дважды дифференцируема по  x в точке 

   na,...,aax 1 . 

   nn hhhddd ,...,,..., 11    өсүндүсүн  түрүн-

дө аныктап алалы.  
Анда  аныкталган өсүндүгө карата  жаңы  тө-

мөндөгү түрдө аныкталуучу 

     








n

s s
s

xf
hxdfxg

1


    hxgxg ,  

функциясын алабыз. 

Аныкталган    hxgxg ,  функциясы   ax   

чекитинде  x  функциясы боюнча  дифференцир-

ленүүчү болот  жана анын дифференциалы 

 
 

r

n

r r
s

ag
hagd 









1

  1  түрүндө аныкталат, 

б.а. 

      
  















n

r

n

s axs

rs

xf
hagd

1 1

2


     

түрүндө болот. 

Эми биз sss dh    деп белгилеп алсак, 
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анда  
 

rs

n

r

n

s rs

dd
af

afd 





 



1 1

2
2    3  түрдө 

аныкталган туюнтмасын алабыз. 

8 - а н ы к т а м а. Жалпы түрү 

     3
1 1

2
2

rs

n

r

n

s rs

dd
af

afd 


 





 

 түрүндө 

аныкталган дифференциал  xf  функциясынын 

 x  функциясы боюнча эки жолу 

 naaax ,...,1  чекитинде алынган  экинчи 

дифференциалы деп    аталат.  

9 - а н ы к т а м а. Жалпы түрү 

     4...
...

...
1 1

rs

n

r

n

s rs

k
k dd

xf
xfd 


 




 

 

 

түрүндө аныкталган дифференциал  xf   функ-

циясынын  x функциясы боюнча k - жолу  

алынган дифференциалы деп    аталат.  

Көпчүлүк учурда жазууга жеңил болуусу үчүн 

 4  туюнтманы төмөндөгүдөй түрдө жазып алабыз: 

   xfdxfd

k

s

n

s
s

k













 

 


1

  

Акыркы туюнтмадан  кеңейтилген түрдө 
аныкталган туюнтманы алуу үчүн кашааны көп мүчө 

түрүндө көрсөтүлгөн даражага көтөрүп, 
s

,d



  

символдорун көз каранды эмес өзгөрүлмө түрүндө 

карап жана бөлчөктүн алымындагы 

rs

k

 



...
 

туюнтмасына  xf ти жазып коюу керек. 
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