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[1-3] иштерде интегралдык жана интегро-дифференциалдык теңдемелердин чыгарылыштарынын чексиз област-

тын жарым огундагы чектелүүсү каралган. 

Бул макалада экинчи тартиптеги жекече туундулуу интегро-дифференциалдык теңдемелер системасынын 

чыгарылыштарынын чексиз областтарда чектелүүсү изилденет. 

В работах [1-3] были рассмотрены вопросы об ограниченности решений на бесконечной области интегральных и 

интегро-дифференциальных уравнений на полуоси. 

В этой статье изучается ограниченность решений систем интегро-дифференциальных уравнений второго порядка с 

частными производными на бесконечных областях. 

In [1-3] considered the question of limiting solutions for an infinite domain of integral and integro-differential equations on the 

half. 

In this paper, we study the limitations of solutions of systems of integro-differential equations of second order partial 

derivatives on infinite domains. 

Рассматривается векторно-матричное уравнение 

        
t x

tysxtx dyytuyxtNdsxsusxtMxtu
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  
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G)x,t(  G)x,t(    ,0,0/,  xtxt        (1) 

   GLxtf n,2,  )(GCn ,                  ( f  ) 

с условиями 

   ,,0,0,0  xxu       

    ,0,00, ttu ,      (*) 

где      yxtNysxtKsxtM ,,,,,,,,,  – nn  - мерные, самосопряженные заданные матричные функции; 

 xtf , – заданная и  xtu , –неизвестная n -мерные вектор-функции;   Gxt , . 

В данной статье изучается об ограниченности решений систем двумерных интегро-дифференциальных 
уравнений типа Вольтерра в неограниченных областях. 

Под скалярным произведением векторов 
nRw,   будем принимать соотношение 
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если его каждая компонента квадратично суммируема в G , т.е. для любого 

)G(L)x,t()n,...,2,1i(i n,2i   , где   )x,t(),...,x,t(),x,t()x,t( n21   . 

В дальнейшем нам понадобятся легко доказуемые следующие леммы: 
ЛЕММА 1. Пусть k – самосопряженная дифференцируемая матричная функция размера nn  и 

),...,,( n 21 , )u,...,u,u(u n21  – дифференцируемая вектор функция. Тогда справедливо 

соотношение 

ss s

1 1
k , k , k ,

2 2
       , где 




n

i
ii

uu
1

;,   

ЛЕММА 2. Для любых дифференцируемых ,K  имеющих смешанные производные, справедливо 

соотношение 

z z zz z
K K K K K ,   
         

где K – самосопряженная матрица размера nn , а n  - мерный вектор. 

ЛЕММА 3. Для любых дифференцируемых ,K  имеющих смешанные производные, справедливо 

соотношение 

sy s ysy y s

1 1 1
K , K , K , K ,

2 2 2
          

sy s y

1
K , K ,

2
    , 

гдеК– самосопряженная  матрица размера nn , а ),( ys  - n – мерный вектор. 

ТЕОРЕМА. Если выполняются условия: ( f  ), 

а) матричные функции        sxtMsxtMsxtMsxtM tsst ,,,,,,,,,,, )( 1GC nn , 

    ,00,,,00,,  xtMxtM t  при   Gxt ,  и   ,0,, sxtM s   0,, sxtM ts  при 

  ;,, 1Gsxt     xtssxtG 0;0  : ,,1  

б) матричные функции      yxtMyxtNyxtN yx ,,,,,,,, ,  yxtN xy ,, )( 2GC nn , 

  00,, xtN ,   00,, xtN x  при   Gxt ,  и   ,0,, yxtN y   0,, yxtN xy  при   ;,, 2Gyxt   

   xytyxtG 0;0  : ,,2  

в) матричные функции          ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ysxtKysxtKysxtKysxtKysxtK xtsy  

             ysxtKysxtKysxtKysxtKysxtKysxtKysxtK xsytystxyxyxstxts ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,  и 

 ysxtKtxsy ,,, )( 3GC nn ,  3G t,x,s, y :   0 s t ;   
 

0 y x      0,0,, yxtK y  
при   2,, Gyxt  ,   00,,, sxtKs  при   1,, Gsxt  ,     00,0,,,00,0,,  xtKxtK t , 

    00,0,,,00,0,,  xtKxtK txx при   Gxt ,  и   0,,, ysxtKsy ,   0,,, ysxtKtsy ,   0,,, ysxtK xsy , 

  0,,, ysxtKtxsy  при   3,,, Gysxt  , 

д) для любых nRu ,       0,0,,,0,0,,2,0,,   xtNuxtKuuxtM xt при   Gxt , ,  

то задача (1) – (*) имеет единственное решение в )()(,2 GCGL nn  .  

 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Произведем следующую подстановку        
t x

Gxtdydsysxtu
0 0

,,,,  . 

Тогда задача (1)-(*)сводится к следующей системе интегральных уравнений второго рода  

 xt,          
t x

dyytyxtNdsxssxtM
0 0

,,,,,,       xtfdydsysysxtK
t x

,,,,,
0 0
   , (2) 

Ясно, что, задача (1)-(*) эквивалентна системе интегральных уравнений -(2).  Умножив скалярно обе части 

системы (2) на вектор функцию  xt,   и интегрируя по области   xytsysGtx  0,0:, , имеем  
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   
t x

dydsys
0 0

2
,         

t x s

dydsdysyysM
0 0 0

,,,,, 

        
t x y

dzdydsyszszysN
0 0 0

,,,,, 

 

         
t x s y

dydsdzdyszzysK
0 0 0 0

,,,,,,       
t x

dydsysysf
0 0

,,,  .     (3) 

 Первое слагаемое левой части системы (3) преобразуется к следующему виду: 
На основании лемму 1преобразуемвторое слагаемое в левой части соотношения (3). Используя формулу 

интегрирования по частям и формулу Дирихле, получим: 

            





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
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       dydsysddyysMdydsdysyysM

st x s t x s

,,,,,,,,,,
0 0 0 0 0 0







            




















      dydsdysdyysMdydsysdyysM

st x t x ss




 ,,,,,,,,0,,
0 0 0 0 00

                 











t t t x s s

s

t

dydyysMdydydyytM
0 0 0 0 0 00

,,,0,,
2

1
,,,0,,

2

1


             
t t t x s

s

t x

ysMdyddydyytMdyds
 

 
0 0 00 0

,,
2

1
,,,,,

2

1
 

     
s s

dydsddydy
 

 ,,, .     (4) 

Аналогично получим для третьего слагаемого  

                
x xt x y t

dsdsdsxsNdzdydsyszszysN
0 00 0 0 0

1 ,,,0,,
2

1
,,,,,   

                   
t x y y t x x

z

x

z

zy dsdszxsNdydsdsdsysN
0 0 0 0 0 0

,,,,,
2

1
,,,0,,

2

1


  

         
y

z

y

z

t x y

zy dzdydsdsdszysNdzds  ,,,,,
2

1

0 0 0

.   (5) 

Для преобразования четвертого слагаемого соотношения (3)  

Тогда, интегрируя по частям, имеем  

               





t x s y t x s y

z
zysKdydsdzdyszzysK

0 0 0 0 0 0 0 0

2

,,,,,,,,,


  

              















t x s ys y

z

dydsysddysKdydsysdzddd
0 0 0 0

,,,0,0,,,,, 


 

               
t x s s y t x y

z zysKdydsdysddysK
0 0 0 0 0 0 0

,0,,,,,0,,,


   

          dydsdzdysddzysKdzdydsysdd
s y

z

t x s y s y

z

z 


 













         ,,,,,,,,,

0 0 0 0 0

. 

Далее, используя лемму 3 и формулу Дирихле, из последнего соотношения получим 
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           
t x s y

xtKdydsdzdyszzysK
0 0 0 0

0,0,,
2

1
,,,,,,   

              
t x t x t s x

s xsKdddd
0 0 0 0 0 0 0

,0,0,,
2

1
,,,   

         
s x x t y

y ddytKdsdddd
0 0 0 0 0

,,0,0,,
2

1
,,   

              
t y t x s y s y

sy ddysKdydd
0 0 0 0 0 0 0 0

,,,0,0,,
2

1
,   

         
t x s y

dydsdsdyysKdydsdd
0 0 0 0

,),,(0,0,,   

          
t t x t x

dddddxtK
0 0 0

,,,0,,,
2

1

 

   

           
t s s x s x

s dsdddddxsK
0 0 0 0

,,,0,,,
2

1


 

  

           
t s t y t y

y dydddddytK
0 0 0 0

,,,0,,,
2

1


 

  

            
t x s s y s y

sy dydsdddddysK
0 0 0 0 0

,,,0,,,
2

1


 

  

          
t x s s y

dydsddsdyysK
0 0 0 0

,,,0,,, 




          
x t x

z

t x

z

z dzddddzxtK
0 0 0

,,,,0,,
2

1
  

           
t x s x

z

s x

z

zs dzdsddddzxsK
0 0 0 0

,,,,0,,
2

1
  

          
x y t y

z

t y

z

zy dzdyddddzytK
0 0 00

,,,,0,,
2

1
  

           
t x y s y

z

s y

z

zsy ddddzysK
0 0 0 00

,,,,0,,
2

1
     

t x y

z zysKdzdyds
0 0 0

,0,,  
s

dy
0

,, 

  
y

z

dys  ,       
t x t x

z

z ddzxtKdzdyds
0 0

,,,,,
2

1



   

       
t x y

zy

t x

z

zytKdzddd
0 0 0

,,,
2

1
,  



       
t y

z

t y

z

dzdyddddd
 

 ,,,  

              
 

 dddddzxsK
t x s s x

z

s x

z

zs

0 0 0

,,,,,,
2

1
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           
t x s y s y

z

z dydsdzddsdyzysKdzds
0 0 0 0

,,,,,, 


  

             
t x s y s y

z

s y

z

sy dydsdzdddddzysK
0 0 0 0

,,,,,,
2

1


 

 . (6) 

  
Учитывая соотношения (4), (5), (6) условия в) и формулу Дирихле, из (3) имеем  

   
t x

dydsys
0 0

2
,     

x t

dyytM
0 0

,0,,
2

1
   

t

dydy
0

, 

        
t x x

dsdsdsxsN
0 0 0

,,,0,,
2

1
      

t x x

z

z dszxsN
0 0

,,,,
2

1
   

x

z

dzdsds  ,

        
t x tt

dyddydyytM
0 0

,,,,,
2

1



   

               







t x s s yt

s dsdyysKdydyysM
0 0 0 0 00

,,,0,0,,2,,,0,,
2

1
  

           












t x s y

s

y y

y ysM
y

dydsdsdsysN
0 0 0 00 0

,,
1

2

1
,,,0,,    

             
s s s y

z

z dsdyzysKdydy
  

  ,,,,,,2,,,  

       






   0,0,,
2

1
,,,,,

1
xtKdydsdzddsdszysN

s

y

z

y

z

zy   

                  
t x t x t s x s x

s dsddddxsKdddd
0 0 0 0 0 0 0 0 0

,,,0,0,,
2

1
,,,   

         
t y t yx

y dyddddytK
0 0 0 00

,,,0,0,.
2

1
    0,0,,

2

1

0 0

ysK
t

sy

x

 

        dydsdddd
s y s y


0 0 0 0

,,,       
t x t x

z

z ddzxtK
0 0

,,,,,
2

1



   

   
t x

z

dzddd


 ,            
t x t y

z

t y

z

y

zy dzdydddddzytK
0 0 0

,,,,,,
2

1

 

   

             dzdsdddddzxsK
t x s x

z

s x

z

s

zs 
 



0 0 0

,,,,,,
2

1
 

              dydsdzdddddzysK
t x s y

z

s y

z

syz

s y


 



0 0 0 0

,,,,,,
2

1
 

  
t x

dydsysysf
0 0

),(),,(         (7) 

В силу этих условий левая часть (7) неотрицательна и отсюда с учетом (3) следует оценка 
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           
t x t x

dydsysysfxtudydsys
0 0 0 0

22
,,,,

2
, 


 .  (8) 

 В правой части неравенства (8) применяем неравенствоКоши – Буняковского. 

           
t xt xt x

dydsysdydsysfxtudydsys
0 0

2

0 0

2

0 0

22
,

2

1
,

2

1
,

2
, 


 .

         
t xt x

dydsysfxtudydsys
0 0

2

0 0

22
,,,   

      Gxtdydsysfxtu
t x

   ,,,
1

,
0 0

22


 

Из последнего неравенства переходом к пределу при t  и x  получим 

    
 


0 0

2
,

1
, dydsysfxtu


  при   Gxt , . 

 Таким образом теорема доказана. 
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