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ON THE SOLVABILITY OF A TWO-DIMENSIONAL INVERSE PROBLEM OF 
DETERMINING SOURCE 
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Бул иште псевдопараболалык теңдемедеги эки өлчөмдүү булак функциясын аныктоо тескери маселеси изилденген. 
Тескери маселе теңдемедеги убакыттан жана бир мейкиндиктеги өзгөрмөдөн көз каранды болгон белгисиз булак 
функциясын ички чекиттеги кошумча шарт боюнча аныктоо маселесинен турат. Каралган тескери маселе үчүн анын 
чыгарылышынын  жашашы жана жалгыздыгы далилденет. 

Негизги сөздөр: тескери маселе, псевдопараболалык тендеме, кошумча шарт. 

В работе исследована двумерная обратная задача определения источника в псевдопараболическом уравнении 
третьего. Обратная задача состоит в определении неизвестную правую часть зависящего от времени и одной 
пространственных переменных по переопределению во внутренней точке. Доказывается существование и единственность 
решения рассматриваемой обратной задачи. 

Ключевые слова: обратная задача, псевдопараболическое уравнение, условия переопределения  

We have investigated  two-dimensional inverse problem of determining a source in pseudoparabolic equation. The inverse 
problem is to determine the unknown right side of the time-dependent and spatial variables on a redefinition of the interior points. 
We prove existence and uniqueness of solutions to the inverse problem. 

Key words: inverse problem, pseudoparabolic equation, over determination conditions 

Введение и постановка задачи. 
Введем следующие обозначения: 

  ;0,0,0),(  TTtlxtxЦT   ;0,),( TtRztzQT 

 ;),,0(),( RzlxzxD  ];,0( TDD
T

  

Пространство )(rAs  с нормой  )()( ry
s

   является банаховым пространством аналитических 

функций. Считая параметр s фиксированным, а параметр r-  переменным, мы получим шкалу 

банаховых пространств аналитических функций 0,0),(  srrAs . 

 Введенное пространство [5] обладает  следующими свойствами операций умножения и 
дифференцирования: 

1.Если ),()( rAy s  то )()( ' rAy
s

  для всех ),0(' ss  . Следовательно, 

)()( ' rArA
ss  при ss '

.  

2. Если ),()( rAy s  то  )()( rAyD s
   для всех ),0(' ss   и для любого , а также 

справедливо неравенство 

 


  ssrCrD
ss

/)()( , где постоянная C зависит только от . 

Из этого неравенства,  в частности следует  

 k

s
k

s
k

k

ssrkr
y








/)()( ,  )(
)(

4
)(

2'' r
ss

n
r

ss



 . 

Рассмотрим в области  
T

D  задачу Гурса 

,),,(),,,(),()()(
Tzztxxtt

Dtzxtzxhtxfuuuuu     (1) 
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,),(),,()0,,( 0 Dzxzxuzxu         (2) 

 Tx Qtztztzutztzu  ),(),,(),,0(),,(),,0( 21  .    (3) 

Здесь ),,(),,(
0

tzxhzxu , 2,1),,( itz
i

  - действительные заданные функции. 

Обратная задача. Требуется найти пару  функций )},(),,,({ txftzxu  

 из соотношений (1)-(3), если она удовлетворяют следующему условию переопределения 

TЦtxtxtxu  ),(),,(),0,(       (4) 

Будем считать, что выполнены условия согласования  

),,0(),0(),,0(),0(),0,()0,(

),0,(),0(),0,(),0(

210

2010

ttttxxu

zzuzzu

xz

x








  (5) 

Многомерные  обратные задачи нахождения источника и коэффициента в псевдопараболическом 
уравнении в различной постановке  ранее изучались в работах  [1–3]. В работе [4], методом 
полуобращения псевдопараболического оператора, построены соответствующие решения задачи 
Коши и начально-краевой задачи.  В этой  работе  рассматривается  задача идентификации  функции 
источника,   которые не зависят от одной из пространственных переменных. Дополнительное условие 
задается на плоскости, ортогональной той переменной, от которой искомый коэффициент не зависит. 

1.Сведение обратной задачи к прямой задаче для нагруженного уравнения. 

Приведем задачу (1)-(4) к некоторой вспомогательной задаче. Для этого положим 0z  в 
уравнении (1). Учитывая условие (4), получим соотношение 

),0,(),(),0,()()),(),((),( txhtxftxuutxtxtx
zztxxtt

  .  (6) 

Из  (6) находим  

),,0,())(,0,(),(),( 1 txuutxhtxAtxf zzt  
    (7) 

Здесь 

),0,(

))((
),( 1

txh
txA xxtt  

  - известная функция. 

Подставляя функцию ),( txf  в уравнение (1), приходим к задаче Гурса для линейного 

нагруженного уравнения  

),,,()),(),0,())(,0,(),,()()( 1 tzxhtxAtxuutxhtzxhuuuuu zztzztxxtt  
(8) 

,),(),,()0,,( 0 Dzxzxuzxu           (9) 

Tx Qtztztzutztzu  ),(),,(),,0(),,(),,0( 21  .     (10) 

Вводя  обозначение ),,(),,( tzxwtzxuzz  , из задачи (8)-(9), получим 

),,,()),(),0,)()(,0,(),,()()( 1 tzxhtxAtxwwtxhtzxhwwwww
zztzzzztxxtt

 
 (11) 

,),(),,()0,,( ''
0

Dzxzxuzxw           (12) 

Tx Qtztztzwtztzw  ),(),,(),,0(),,(),,0( ''

2

''

1  .    (13) 

Введем новую неизвестную функцию ),,( tzxvww
t

 . 

Тогда ),,( tzxv будет удовлетворять условиям 

),,,(),0,(),0,(),,(),,(
1

1

0

)( tzxhtxvtxhtzxhdzxvevvv
t

t

zzxx
 

 
 (14) 

),(~),,0(),,(~),,0(
21

tztyvtztzv
x

  ,      (15) 

где 
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),,,(),(),(),,( ''''

01 tzxhtxAzxuetzxh zz

t  
 

)0,2(

2

)1,2(

22

)0,2(

1

)1,2(

11 ),(~,),(~   tztz . 

Обращая в задаче (14)-(15) оператор  I
x


2

2




,   получим  

 


x

zz

xx dtvthtzhtzvxshetzCetzCtzxv
0

1

21 )],0,(),0,(),,(),,()[(),(),(),,( 

   dtzhxshddzvexsh
xx t

t

   

0

1

0 0

)( ),,()(),,()( ю   (16), 

Подбираем 
1

C  и 
2

C  так, чтобы выполнялись граничные условия (15), т.е. 

).,(~),(),(

),,(~),(),(

221

121

tztzCtzC

tztzCtzC








 

Отсюда относительно функций ),(
1

tzC  и ),(
2

tzC , получим 

)),,(~),(~(2),( 21

1

1 tztztzC    )).,(~),(~(2),( 21

1

2 tztztzC   
 

Подставляя  найденные ),(),,(
21

tzCtzC  в (16), имеем 

).,,()],0,(),0,(),,(),,()[(

),,()(),,(

0
0

1

0 0

)(

tzxvdtvthtzhtzvxsh

ddzvexshtzxv

x

zz

x t
t







 







 

   (17) 

где  

 
x

dtzhxshshxtzchxtztzxv
0

),,()(),(~),(~),,( 1210  . 

По отношению к уравнению (17) справедлива следующая теорема существования и 
единственности решения. 

ТЕОРЕМА. Пусть функции ,2,1),(),( )1,2(  jQCtz
Tj

 )(),( )2,4(
0 DCzxu  ,   

)(),,( )1,2(
TDCtzxh  являются  при фиксированных t и х элементами ),(

0
baAs , непрерывными 

соответственно для t T[0, ]   и x l[0, ],   
T

ЦCtx )1,2(),(  , а для функций  ,,, 210u  

выполнены условия согласования (5), кроме того,  consttxh   ,0),0,( , 

.),,(max 0
, 0

0
Rtzxv

stx
  

Тогда  существует такое   ,,,,,,0
000

RlTsalasa   что для любого ),0(
0

ss   в 

области  TtrzlssaxtzxFs  0,||,)(0),,( 0  

существует единственное решение уравнения (17) такое, что 
s

Av  при каждом 

 
TST

GTtssaxQtx  0),(0),(
0   и непрерывны в QST по переменным  x, t,  причем  

)/(),(
000

ssRtxvv
s

  .       (18) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В дальнейшем уравнения (14) будем рассматривать в области 

],0( TDD
T

 . В силу сделанных предположений функции ,2,1),(),( 1  jQCtz
Tj



)(),( 2
0 DCzxu  ,   )(),,( )1,2(

TDCtzxh  являются  при каждом фиксированных t и х 
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элементами ),(
0

baAs , непрерывными по TЦtx ),(  и 
01

)(~ Rt
s

 ,  ,)(~
02

Rt
s



0),( Rtxh
s

   

Тогда  

.),()(~)(~

),,()(),(~),(~),(

021

121
0

0

RtxhlttC

dtzhxshshxtzchxtztxv

s
s

s

x

s



















 

Далее применим методику В.Г.Романова [5] и введем монотонно убывающую 

последовательность чисел a a a
n0 1

, ,..., ,...,  определив ее равенствами 

a a
n

n
n n

 










 

1 2
1

1

1
0 1 2

( )
, , , , ... ,  

индуцированную ею последовательность вложенных областей 

 
00 0,0),(0),,( ssTtssaxstxF nn  . 

Обозначим 

a a a

n

n
n

k

 









lim

( )

.0

2

0

1

1
1

1

 

Построим метод последовательных приближений по схеме: 

.)],0,(),0,(),,(),,()[(

),,()(),,(),,(

0

1

0 0

)(

01



 











x

nnzz

x t

n

t

n

dtvthtzhtzvxsh

ddzvexshtzxvtzxv



 

 

Введем разность ,...1,0,
1




nvv
nnn

 . 

Очевидно, что 

.)],0,(),0,(),,(),,()[(

),,()(),,(

0

1

0 0

)(

1



 











x

nnzz

x t

n

t

n

dtthtzhtzxsh

ddzexshtzx



 

 

Покажем, что при  подходящем выборе a0  для любого n=0, 1, 2, ... 

10001

0

,,

),,(),(),(

,
)(

),(supmax














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 

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n
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n
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x

xssa
tx

n
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Получим оценку для  :),(
0

tx
s

  
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Используя оценку [4,314c]  
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))((

4
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2

0

0 ss

R
v

szz





 где     ,/
2

1
00 asss    
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Таким образом, 000

2

00000 ),1max()16(  RasRCRa  . 

Кроме того, для 1
),,( Fstx  , имеем 
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Если выбрать 
0

a  так, чтобы 2 1
0

  ,  то  при  0n  будут выполнены неравенства (18). 

Сформулируем индуктивное предположение. Предположим, что для n=0, 1, 2, ... неравенства (18) 

имеют место при подходящем выборе 
0
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при выборе s( )  в виде     10
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1
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Из полученных оценок следует, что 

   
k k k 

  
1 1

, ,  

где 

 
2

01

12

000

2

000
))((

)3)(1(16
xssa

xa
ssRRRa

k

k






 . 

Кроме того, для  ( , , )x t s F
k


2
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1

0
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0
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0
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
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






















k

n

n

k

n nn

nkk
k

n n

k
k

n
nsn

n
ss

aa

aa

ssxssa

x
txtx

s







 

Выберем теперь а0 таким, что 





0

4

0
.1)1(2,1

n

n na   

Тогда 

2

0

0

02
),,(,),(







ksk
Fstx

ss

R
tx   

и метод индукции оправдан. Так как выбор a0 не зависит от номера приближения, то все 

приближения 
n

  как функции  z принадлежат As для( , , ) ,x t s F F
n

n

 




0

  непрерывны по x, t и для  

них имеет место неравенство (18). 

При s s( , )0
0

 ряд 


0

),,(
n

n
tyx сходятся равномерно в норме As по переменной   z  и в норме  

пространства C(QST) по переменным  x, t,  где область QST определена в формулировке теоремы. 

Поэтому предельная функция 






0

0
lim

n
nnn

v   являются элементами из As, непрерывны по 

( , )x t Q
ST

  и удовлетворяют уравнениям (14). 

Построенный метод последовательных приближений гарантирует локальную единственность 
решения системы (14). 

Теорема доказана. 
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