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Бул жумушта өсүүчү функция боюнча туунду түшүнүгүнүн негизинде, теңдемелерди өзгөртүү методу жана терс 
эмес квадраттык формалар методу менен эки өзгөрмөлүү экинчи түрдөгү сызыктуу сымал Вольтерра-Стилтьес 
интегралдык теңдемесинин чыгарылышынын чексиз сектордо абсолюттук жана квадраттык суммалануусунун 
жетиштүү шарттары алынды. 

Негизги сөздөр: өсүүчү функция боюнча туунду, эки өзгөрмөлүү экинчи түрдөгү сызыктуу сымал Вольтерра-
Стилтьес интегралдык теңдемеси, чыгарылыштын абсолюттук суммалануусу, чыгарылыштын квадраттык 
суммалануусу.

 

В этой работе на основе понятия производной по возрастающей функции, и методом преобразования уравнений и 
методом неотрицательных квадратичных форм установлены достаточные условия абсолютной и квадратичной 
суммируемости на бесконечном секторе решения слабо нелинейного интегрального уравнения Вольтерра-Стилтьеса 
второго рода с двумя независимыми переменными. 

 
Ключевые слова: производная по возрастающей функции, слабо нелинейное интегральное уравнение Вольтерра-

Стилтьеса второго рода с двумя независимыми переменными, абсолютная суммируемость решения, квадратичная 
суммируемость решения. 

In this paper, on the basis of the notion of a derivative with an increasing function,  by the method of transformation of 
equations and the method of quadratic forms sufficient conditions are established for the absolute and quadratic summability of 
solutions of weakly nonlinear integral equation of Volterra-Stieltjes of the second kind with two independent variables. 

Key words: derivative is an increasing function, weakly nonlinear integral equation of Volterra-Stieltjes with two independent 
variables, absolute summability of solution, square summability of solution.

 

Рассмотрим слабо нелинейное интегральное уравнения Вольтерра-Стилтьеса с двумя независи-
мыми переменными вида: 

                      1,,,,,,,,,,,,
00

uxtFxtfydytuyxtbsdxsusxtaxtuxtm
xt

  

 
где },:),{(),(  xotoxtGxt , ,),,( 1 RGGuxt  ),,( xtm  ),,,(),,,( yxtbsxta   

 xtf ,  - известные функции, причем ,0),( xtm  ),( xtu - неизвестная функция. )(),( xt  - 

известные строго возрастающие непрерывные функции.  ;0)0(,0)0(   ),,( uxtF известная 

функция, удовлетворяющая в области 1G  следующего условия слабой нелинейности: 

   FuxtguxtF ,),,(    

с неотрицательной ),( xtg . 

Отметим, что множитель ),( xtm в уравнении (1) появляется, если обе части рассматриваемого 

уравнения вида (1) с 1),( xtm  умножить на любую весовую функцию 0),( xtm  тождественно. 

Следовательно, функция ),( xtm  в уравнение (1) выполняет роль весовой функции.  

В данной работе, используя метод, примененный в статье [1], установливаются достаточные 
условия абсолютной и квадратичной суммируемостии решениий уравнения (1) в области G.  
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Напомним, что в статье [2] дано понятие  производной   по возрастающей функции:  
Определение [2]. Производной по  x   функции  )(xf  в точке  bax ,  называется предел 

отношения приращения функции  xf  к приращению функции  x  при стремлении приращения 

аргумента x к нулю (если этот предел существует):  

    
 

 
 

   
   

.limlim
00 xxx

xfxxf

x

xf

xd

xdf
xf

xx
x















 

 Под   )0(),( ,  pGLxtu p
  понимается : 

    .)0()(,
0 0

 
 

pxdtdxtu
p

  

Тогда при  1p абсолютная суммируемость решения ),( xtu  на бесконечном секторе G , а 

при 2p  квадратичная суммируемость решения ),( xtu  на бесконечном секторе G . 

 Предположим выполнение следующих условий: 

А) Функции ),,( sxta ,   ),,( sxta t  и  ),,((s)(t) sxta  непрерывны в области 
1G , где 

},:),,{(1  xotsosxtG , 0),,( oxta  и   0),,(  oxta t  при ,),( Gxt   

  0),,(  sxta s   и
 

0),,((s)(t)  sxta   
при .),,( 1Gsxt   

В) Функции ),,( yxtb ,   ),,( yxtb y  и ),,((y)(x) yxtb 


 
- непрерывны в области 

},:),,{(2  xyotoyxtG , 0),,( oxtb  и   0),,(  oxtb x  при ,),( Gxt   

  0),,(  yxtb y   и 
 

0),,((y)(x)  yxtb    
при  .),,( 2Gyxt   

ТЕОРЕМА. Пусть выполняются условия 1) А) , В) ;  2)  F ;   

3)  
 

  ;
,

),(
,0, 2

, GL
xtm

xtf
xtm      4)     0,2,),( 0  xtgxtmxt  (соответственно 

   GLxtxt 1
,

1
),(,0),( 


 ). Тогда любое решение уравнения (1) принадлежит пространству  

 GL2
,  (соответственно пространству   GL1

, ). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть  xtu ,  - решение уравнения (1).  Тогда уравнение (1) умножаем на 

 xtu ,  и интегрируем по области      GxtxytsysGtx  ,,0,0:, , и получим 

тождество:                    sdyddysuyuysasdydysuysm
t x st x

     
0 0 00 0

2 ,,,,,,

                    )()(),(,,,,,
0 00 0 0

sdydysuysfsdydzdysuzsuzysb
t xt x y

  

   2.)()(),(),(,,
0 0

sdydysuysuysF
t x

   

Преобразуем второй и третий интегралы левой части (2) по формуле интегрирования по частям и 
применением формулы Дирихле. Сначала преобразуем второй интеграл 

               sdyddysuyuysa
t x s

 ,,,,
0 0 0

 

 
 

            


























    sdydysuddyuysa

t x ss







,,,,
0 0 0
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           









   sdydysudyuoysa

st x

 ,,,,
00 0

 

               









    sdyddysudyuysa

st x s




 ,,,,
0 0 0

                  




















   sdyddyuysayddyuoyta

st x

s

tx

 

2

00 0

2

00

,0,,
2

1
,,,

2

1

                           .,,,
2

1
,,,

2

1

0 0 0 0

22


 





 dydsddyuysadyddyuyta
t x t x t s

s

t

      




















  

Отсюда применив формулу Дирихле, окончательно имеем 

                   









     yddyuytasdyddysuyuysa

x tt x s



2

0 00 0 0

,0,,
2

1
,,,,  

                     




















      



 dyddyuytasdyddyuoysa
t x tt x s

s

2

0 00 0

2

0

,,,
2

1
,,,

2

1

                 3.,,,
2

1
2

0 0 0

sdydddyuysa
t x s s

s 


    









  

Аналогичным образом для третьего интеграла левой части тождества (2) получим соотношение 

                   









     sddsuxsbsdydzdysuzsuzysb

t xt x y



2

0 00 0 0

,0,,
2

1
,,,,  

                           

























t x x

z

z

t s y

y sdzddsuzxsbsdyddsuoysb
0 0

22

0 0 0

,,,
2

1
,,,

2

1
 

                 4.,,,
2

1
2

0 0 0

sdydzddsuzysb
t x y y

z

yz     












  

Подставляя преобразования (3), (4) в (2), учитывая условия  1), 2) теоремы,  имеем 

                   sdydysuysfsdydysuysm
t xt x


0 00 0

2 ,,2,,2  

         5.,,2
0 0

2 sdydysuysg
t x

   

Теперь проделаем следующее преобразование, выделением полного квадрата: 

          ysuysfysuysm ,,2,,
2     

   
 

 
 

 
 











ysm

ysf

ysm

ysf

ysm

ysuysf
ysuysm

,

,

,

,

,

,,
2,,

2

2

2

2
2

      

   
 
 

 
 

 6.
,

,

,

,
,,

2
2

ysm

ysf

ysm

ysf
ysuysm 








  

Отсюда с учетом преобразования (6), будем получать неравенство: 

                 
 
 

   







   

t xt x

sdyd
ysm

ysf
ysuysmsdydysuys

0 0

2

0 0

2

,

,
,,,,   
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 
 

     7.
,

,

0 0

2

sdyd
ysm

ysf
t x

 

Из (7) в силу условия 3) теоремы имеем 

         8,,, 0

0 0

2 fsdydysuys
t x

    

где  
 
 

    
 


0 0

2

0 .
,

,
sdyd

ysm

ysf
f   

Из (8) на основании первого из условий 4) теоремы вытекает 

                    ,, 0

0 0

2
0 fsdydysu

t x

    что означает   .),( 2
, GLxtu   

Второе из утверждений теоремы, т.е.  GLxtu 1
,),(  , вытекает из следующего соотношения: 

             122

1

2

1

,,,
2

1
,,),(),(



 xtxtuxtxtxtxtuxtu  

интегрированием по области G , аналогично теореме 2 [3], с учетом  второго из условий  4) теоремы.  

Теорема полностью доказана. 

ПРИМЕР.  Для интегрального уравнения 
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где      ,;0;0, Gxt     xxtt   , , выполняются все условия теоремы, здесь 
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Следовательно, любое решение этого уравнение     ).2,1(, ,  pGLxtu p
  

Отметим, что идея установления условий  А), В) заимствована из статьи  [4].
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