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Көпчүлүк прикладдык маселелерди моделдештирүү сызыктуу эмес тендемелерге алып келинет. Интегралдоонун эки 
чеги тең өзгөрмөлүү болгон сызыктуу эмес теңдемелер өзгөчө көңүл бурууга арзыйт. Бул макалада үзгүлтүксүз 
функциялардын мейкиндигинде Вольтерранын 1-түрдөгү сызыктуу эмес интегралдык теңдемелеринин чечимдеринин 
жалгыздыгы жана регуляризациясы изилденет. 

Негизги создор: сызыктуу эмес теңдеме, интегралдоонун өзгөрмө чеги, үзгүлтүксүз функциялардын мейкиндиги, 
чечимдердин жалгыздыгы, регуляризация. 

Моделирование многих  прикладных задач сводится к нелинейным уравнениям. Нелинейные интегральные с двумя 
переменными пределами интегрирования уравнения представляют особый интерес. В данной работе исследуются вопросы  
регуляризации и единственности решения нелинейных  интегральных уравнений Вольтерра 1-рода в пространстве 
непрерывных функций. 

Ключевые слова: нелинейные уравнения, переменные пределы интегрирования, пространство непрерывных функций, 
единственность решения, регуляризация. 

      Рассмотрим ∫ K� t,s,u(s)�ds = f(t);                tϵ[ t� ; T]
�

α(�)
                (1) 

где   �(�) ∈ �[��,�];   �(��) = ��; �(�) ≤ �, �(�) и K� t,s,u(s)� − заданные функции на отрезке  [��,�]  и в области   

G={(t,s):  t� ≤ t ≤ T, �(�) ≤ s ≤ t };   
u(t) − искомая  функция   на отрезке  [��,�] 
            Моделирование многих  прикладных задач сводится к нелинейным уравнениям. Нелинейные 
интегральные с двумя переменными пределами интегрирования уравнения представляют особый интерес. В 
данной работе исследуются вопросы  регуляризации и единственности решения уравнения (1) в пространстве 
непрерывных функций. 

       Пусть   K�t,s,u(s)� = K�(t,s)u(s) + K�(t.s,u(s))  

Тогда уравнение (1)  можно представить  

      ∫ K�(t,s)u(s)��+ ∫ K��t.s,u(s)�ds
�

�(�
 = �(�);            ��[ �� ; �]

�

�(�)
       (2) едующих условий: 

1�.   �(�) ∈ ∁ [��; �];   �(��) = ��;  �
′(�) > 0; при   ��[ �� ; �] 

2�.При  фиксированном   tϵ[ t� ; T]    K�(t,s) ∈ ��[ �� ; �]   и K�(t,t) > 0  при почти  всех  tϵ[ t� ; T] 
3�.   ∀ �,�  (� < �),при всех  (�,�); (�,�) ∈ �  

|K�(�,�) − �� (�,�)|≤ l�(s)∫ K�(s,s) ds
�

τ
  

  где  l�(t) ∈ ��[ �� ; �]     и  l�(t) > 0   при  ��[ �� ; �]; 
4�.  ∀ �,�  (� < �) и ∀ ��,�� (��,�� ∈ ∁ [��; �] ) и при всех  (�,�, ��) и  (�,�, ��) ∈ G× � |K�(t,τ,��) − K�(s,τ,��) −

K�(t,τ,��) + K�(s,τ,��)|≤ l�(s)∫ K�(τ,τ)dτ
�

�
|�� − ��|;                       

Кроме того         K�(t,t,u) ≡ 0   при       ��[ �� ; �] и  u(t) ∈ ∁ [��; �]  
       Наряду с уравнением  (2)  рассмотрим 

��(�,�) +   ∫ K�(t,s)�(s,ε)��+ ∫ K��t.s,�(s,ε)�ds
�

�(�)
 = �(�) + ��(��) ; ��[ �� ; �]

�

�(�)
   (3)  

0 < � < 1    - некоторый малый параметр,  �(�)- решение уравнения (1) 
       Его решение будем искать в виде  
   �(�,�) = �(�) + �(�,�)  ;                                     (4) 
Где   �(�) - решение  уравнения (2),  а  �(�,�) – неизвестная фукнция 
Подставляя (4) из  (3) получим 

� �(�,�) +  ∫ K�(t,s)�(�,�)��= −  ∫ [K��t.s,u(s) + �(�,�)� − K��t.s,u(s)�]ds
�

�(�)

�

�(�)
 - 

− �[ �(�) −  �(��)];                                      ��[ �� ; �]                             
В результате несложных преобразований последнее  сведем к виду 
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�(�,�) +
1

�
� �� (�,�)

�

��

 �(�,�)��= −
1

�
� [

�

�(�)

K�(t,s) − �� (�,�)] �(�,�)��+  

+
�

�
∫ �� (�,�)
�(�)

��
 �(�,�)��−  

�

�
∫ [K��t.s,u(s) + �(�,�)� − K��t.s,u(s)�]ds
�

�(�)
−   

− [�( � ) −  �( �� )];                               ��[ �� ; �]                                  (5)  

Используя резольвенту   R ( t,s,� ) = −
�

�
�� (�,�) �

�
�

� 
∫ �� (� ,� )��
�
�       

ядра     −
�

�
�� (�,�)    и  считая правую часть известным, решение  (5 ) можно представить  в следующем виде 

�(�,�) = −
1

�
� [

�

�(�)

K�(t,s) − �� (�,�)] �(�,�)��+
1

�
� �� (�,�)

�(�)

��

 �(�,�)��−  

−  
�

�
∫ [K��t.s,u(s) + �(�,�)� − K��t.s,u(s)�]ds
�

�(�)
−  [ �(� ) −   �( �� )]– 

−
�

ε�
∫ ∫ �� (�,�) �

�
�

� 
∫ �� (� ,� )��
�
�

�

α(�)

�

��
 [K�(�,�) − �� (�,�)] �(�,�)dτ ds +  

+
�

ε�
 ∫ ∫ �� (�,�) �

�
�

� 
∫ �� (� ,� )��
�
�

�

α(�)

�

��
[ K�(�,�) − �� (�,�)]�(�,�)dτ ds −  

−
1

ε�
� � �� (�,�) �

�
�
� ∫

�� (� ,� )��
�
�

α(�)

��

�

��

 �� (�,�) �(�,�)dτ ds +  

+
�

ε�
 ∫ ∫ �� (�,�) �

�
�

� 
∫ �� (� ,� )��
�
�

�

α(�)

�

��
 [K�(�.�,�(�) + �(�,�) ) − K��t.τ,u(τ)�]dτ ds −  

−
1

ε�
� � �� (�,�) �

�
�
� ∫

�� (� ,� )��
�
�

�

α(�)

�

��

 [K�(�.�,�(�) + �(�,�) ) − K��s.τ,u(τ) + �(�,�)�]dτ ds +  

+
�

ε�
 ∫ ∫ �� (�,�) �

�
�

� 
∫ �� (� ,� )��
�
�

�

α(�)

�

��
 [K�(�.�,�(�) − K��s.τ,u(τ)�]dτ ds + 

+
�

�
 ∫ �� (�,�) �

�
�

� 
∫ �� (� ,� )��
�
� [�( �) − �(

�

��
��)] ��;        ��[ �� ; �]                   (6) 

Вычислим двойные интегралы, при этом воспользуемся формулой Дирихле и будем иметь ввиду, что  

�� �−
1

� 
��� (� ,� )��

�

�

� =
1

�
 �  (�,�)�� 

Тогда из  (6) получится  

�(�,�) = � �� (�,�,�)�(�,�)��+

�(�)

��

 � �� (�,�,�)�(�,�)��+

�(�)

��

� �� (�,�,�)�(�,�)��+

�

�(�)

 

+ � �� (�,�,�(�),�(�,�),�)��+

�(�)

��

 � �� (�,�,�(�),�(�,�),�)�� +

�(�)

��

 

+ ∫ ��(�,�,�(�),�(�,�),�)��+    �(�,�);                   ��[ �� ; �]     
�

�(�)
            (7) 

где     �� (�,�,�) = 
�

�
��(�,�) �

�
�

� 
∫ �� (�,� )��
�
���(�)                                           (8) 

�� (�,�,�) = −
1

�
 ��

�
� ∫

�� (�,� )��
�
� [ K�(�,�) − �� (�,�)]−  

−
�

ε�
∫ K�(s,s)  �

�
�

� 
∫ �� (� ,� )��
�
�

α��(τ)

τ
 [K�(�,�) − �� (�,�)] ��;                           (9) 

�� (�,�,�) = −
�

�
 ��

�

� 
∫ �� (�,� )��
�
� [ K�(�,�) − �� (�,�)]−

�

ε�
∫ K�(s,s)  �

�
�

� 
∫ �� (� ,� )��
�
�

�

τ
 [K�(�,�) − �� (�,�)] ��;    (10) 

N� (t,τ,u(τ),ξ(τ,ε),ε) = 
�

�
 �

�
�

� 
∫ �� (�,� )��
�
���(�) [K�(�.�,�(�) + �(�,�) ) − K��t.τ,u(τ)�];                                         (11) 
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N� (t,τ,u(τ),ξ(τ,ε),ε) = −  
1

�
 ��

�
� ∫

�� (�,� )��
�
� [K�(�.�,�(�) + �(�,�) ) − K��t.τ,u(τ)�]−  

−
1

ε�
� K�(s,s)  �

�
�
� ∫

�� (� ,� )��
�
�

α��(τ)

τ

[K���.�,�(�) + �(�,�)� − K���.�,�(�) + �(�,�)� −  

−  K��t.τ,u(τ)� + K��s.τ,u(τ)�] ds;                                                                              (12) 

N�(t,τ,u(τ),ξ(τ,ε),ε) = −  
1

�
 ��

�
� ∫

�� (�,� )��
�
� [K�(�.�,�(�) + �(�,�) ) − K��t.τ,u(τ)�]−  

−
1

ε�
�K�(s,s)  �

�
�
� ∫

�� (� ,� )��
�
�

�

τ

[K���.�,�(�) + �(�,�)� − K���.�,�(�) + �(�,�)� −  

−  K��t.τ,u(τ)� + K��s.τ,u(τ)�] ds;                                                                                       (13) 

 U(t,ε) = − [ u(t ) −   u( t� )] e
�
�

ε 
∫ �� (�,� )��
�
�� −

�

ε
∫ �� (�,�) �

�
�

� 
∫ �� (� ,� )��
�
� [�( �) − �(

�

��
�)] ��;                                                    

(14) 
          
Далее обратим внимание к следующим утверждениям. 

           Лемма 1. Пусть выполняются условия  1� − 2�. Тогда для функции �� (�,�,�)    определенной по формуле  
(8)   имеет   место  

                ∫ |�� (�,�,�)|�� ≤ �� > 0
�(�)

��
;              ��[ �� ; �]                                  (15) 

где      �� = Sup
�∈[��,�]

�∈[�{�},�]

|��(�,τ)| �
′(���(�))

�����
��(�),���(�)��

  

          Доказательство:  Согласно  свойству  взаимообратных  функций    (���(�(�))′ =
�

(α��(�))′ ; 

Тогда  ��(−
�

�
∫ ��(�,�)��) =

�

�
 ��

�

���(�)
����(�), ���(�)�����(�)�

′
 dτ  

Принимая во внимание эти соотношения и с учетом условий леммы получится требуемая оценка.  

          Лемма 2.  Пусть  H� (t,τ,ε)  и  H� (t,τ,ε)  определены по формулами  (9) , (10)  соответственно.  Кроме того 
выполняются условия  1� − 3� 
 Тогда  справедливы  оценки  

|H� (�,�,�)|≤ ��(τ) (1 + e��)           при (�,�) ∈ �� = {�� ≤ �,� ≤ �};  (16) 
|H� (t,τ,ε)| ≤   ��(τ)                          при (�,�) ∈ �� = {�� ≤ �,� ≤ �};   (17) 

         Доказательство:   Докажем  (16).  
Переходя к оценке в (9), учитывая условия 2� и 3�  имеем   

|H� (�,�,�)|≤
1

�
 ��

�
� ∫

�� (�,� )��
�
� ��(τ)�K�(s,s)ds +

�

τ

 

+
1

ε�
� {K�(s,s)  �

�
�
� ∫

�� (� ,� )��
�
�

α��(τ)

τ

��(τ)�K�(τ,τ)dτ}ds ;

�

�

 

Имея ввиду   �� �−
�

� 
∫ �� (� ,� )��
�

�
�=

�

�
 �  (�,�)��  повторный интеграл перепишем  

��(τ) � {(
1

�

α��(τ)

τ

�K�(τ,τ)dτ}ds) ��
�
� ∫

�� (� ,� )��
�
� (

1

�
K�(s,s))}��

�

�

 

  и  воспользовавшись формулой интегрирования по частям  получаем требуемую оценку. 
Аналогично доказывается вторая оценка. 

Лемма 3. Пусть выполняются условия  1�,2� и 4� и  функции N� (t,τ,u(τ),
ξ(τ,ε),ε) ,N� (t,τ,u(τ),ξ(τ,ε),ε)  и  N�(t,τ,u(τ),ξ(τ,ε),ε) определены соответственно формулами  (11),  (12)  и  
(13).  Тогда имеют места следующие неравенства  

|N�(t,τ,u(τ),ξ(τ,ε),ε)|≤ l�(τ) �
�� |�(�,�)|;                                                       (18) 

|N� (t,τ,u(τ),ξ(τ,ε),ε)|≤ l�(τ)(1 + 2 ���)|�(�,�)|;                                          (19) 

|N� (t,τ,u(τ),ξ(τ,ε),ε)|≤ l�(τ)(1 + 2 ���)|�(�,�)|;                                          (20) 
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         Доказательство:  Если переходить к оценке в  (11), (12)  и  (13)  соответственно  с учетом  условий  леммы, 
заметив Sup (����) = 1   получаем требуемые  оценки. 
        Теорема 1. Пусть выполняются условия  1� − 4�  и уравнение (1)  имеет решение  в пространстве    ∁ [��; �] 
непрерывных функций.  Тогда  решение уравнения (2) при    � → 0 сходится по норме   ∁ [��; �] к решению  u(t) 
и справедлива оценка 

‖v(t,ε) − u(t)‖≤
δ�(ε)

1 − β
�

 ; 

где   δ�(ε) = С�(ε)e
���������  → 0  при   � → 0           β

�
= ��e

��������� < 1   

         Доказательство: Если переходить к оценке, то в силу лемм  1-3  из (7)  имеем  

|ξ(τ,ε)|≤ γ
�
‖ξ(τ,ε)‖+ (1 + e��)∫ l�(τ)

α(�)

��
|ξ(τ,ε)|dτ + ∫ l�(τ)|ξ(τ,ε)|dτ +

�

�(�)
  

+e�� � l�(τ)

α(�)

��

|ξ(τ,ε)|dτ + (1 + 2e��) � l�(τ)

α(�)

��

|ξ(τ,ε)|dτ +  

+ (1 + 2e��)∫ l�(τ)
α(�)

��
|ξ(τ,ε)|dτ + |U(t,ε)|;           ��[ �� ; �]    

или 

|ξ(τ,ε)|≤ γ
�
‖ξ(τ,ε)‖+ ∫ [(2 + e��)l�(τ) + (2 + 5e��)l�(τ)]|ξ(τ,ε)|dτ +

�

��
‖U(t,ε)‖� ;  

         В работе  [6] для функции �(�,�) определенной  по  формуле  (14),  если u(t) ∈ ∁ [��; �],   K�(t,t) ∈

��[ �� ; �],   K�(t,t) > 0 при почти всех  tϵ[ t� ; T]  и (�) = ∫ K� (s,s)
�

��
�� , tϵ[ t� ; T],     установлена    оценка  

‖U (�,�)‖≤ 3‖u(�)‖� �
� 

�

���� + ����
�� = ��(�);                                                            (21)    

где    β − число из   (0 ,1)     

             ��(�) = ��� ������(�)� − �����(�)��; 

     ���(�) −  обратная функция функции   �(�);   

        Тогда  в силу неравенства  Гронуолла- Бельмана  [ 8 ]   c учетом  оценки   (21)  из последнего неравенства  
имеем   

|ξ(τ,ε)|≤ [γ
�
‖ξ(τ,ε)‖С + С�(ε)]e

∫ ����������(τ)�����������(τ)��τ
�
��                                         (22) 

Пусть  L = max �∫ ��(�)��,
�

��
 ∫ ��(�)��,

�

��
�       и     β

�
= ��e

��������� < 1 

Тогда из неравенства  (22)  следует  
        

                              ‖ξ(τ,ε)‖С ≤
δ�(ε)

��β�
 ;       

где   δ�(ε) = С�(ε)e
���������  → 0  при   � → 0  

       Теорема 2. Пусть выполняются условия  1� − 4�.  Тогда решение уравнения  (1)   единственно в 
пространстве непрерывных функций.  

        Доказательство:   Пусть уравнение (1) имеет два решения   ��(�) и  ��(�) при  фиксированном   �(�);   
��[ �� ; �] 

Сначала  покажем, что   ��(��) = ��(��) 

В самом деле, из (2) имеем    

� K�(t,s)[u�(s) − u�(s)]��+ �[K��t.s,u�(s)� − K��t.s,u�(s)�]ds

�

�(�)

 = 0; 

�

�(�)
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Последнее преобразуем к следующему виду   

  [u�(t�) − u�(t�) )]∫ K�(s,s) ds = − ∫ K�(s,s)[u�(s) − u�(t�)]ds +
�

α(�)

�

α(�)
 

+ �K�(s,s)[u�(s) − u�(t�)]ds − �[

�

α(�)

�

α(�)

K�(t,s) − K�(s,s)]�u�(s) − u�(s)�ds −  

�[

�

α(�)

K��t,s ,u�(s)� − K��s,s ,u�(s)� − K��t,s ,u�(s)� + K��s,s ,u�(s)�] ds; 

В силу условий 1� − 4�,  отсюда имеем 

|u�(t�) − u�(t�) )| �K�(s,s) ds ≤ Sup
�∈[��:�]

|u�(t) − u�(t�)|

�

α(�)

� K�(s,s) ds +

�

α(�)

 

+ Sup
�∈[��:�]

|u�(t) − u�(t�)| � K�(s,s) ds +

�

α(�)

‖u�(t)‖� � l�(s)

�

α(�)

�K�(τ,τ) dτ ds +

�

�

 

+‖u�(t)‖� ∫ l�(s)
�

α(�)
∫ K�(τ,τ) dτ ds + ∫ l�(s)

�

α(�)
∫ K�(τ,τ) dτ|u�(s) − u�(s)| ds ;
�

�

�

�
 Поскольку  ∫ K�(τ,τ) dτ ≤

�

�

∫ K�(τ,τ) dτ
�

α(�)
   и пологая   ∫ K�(τ,τ) dτ

�

α(�)
> 0  делим последнего неравенства на   ∫ K�(τ,τ) dτ

�

α(�)
.  Тогда, если 

переходить к пределу при    � → ��, то получится       u�(t�) = u�(t�). 

     Далее  уравнение (3), которое является  уравнением второго рода, имеет единственное решение  v(t,�)  в 
пространстве непрерывных функций на ��[ �� ; �] , и в силу теоремы 1 его можно представить в виде 

v(t,ε) = u�(t) + ξ
�
(t,ε)  и  v(t,ε) = u�(t) + ξ

�
(t,ε)  

где   u�(t) и  u�(t) − два решения  уравнения (1) при фиксированном   �(�).  

Тогда,   ясно |u�(t) − u�(t)|≤ �ξ
�
(t,ε)� + �ξ

�
(t,ε)�   

Поскольку    �ξ
�
(t,ε)� → 0  и  �ξ

�
(t,ε)� → 0  при  � → 0,  

то  u�(t) ≡ u�(t)   ∀t ∈ [��; �] ;          
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