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Бул илимий макалада винклердик серпилгич негизде 

жайгашкан жарым чексиз плитанын негиз менен толук 

эмес байланышта болгондогу жана ортонку тегиздигинде 

узунунан таасир эткен күчтөрдүн аракетиндеги плитанын 

ийилүүсүнүн сандык эсептөөнү ишке ашыруу маселелери 

аткарылган. Сунушталган алгоритм так ийкемдүү винклер 

негизинде жарым чексиз плитанын негиз менен толук эмес 

байланышта болгондогу жана ортонку тегиздигинде узу-

нунан таасир эткен күчтөрдүн аракетиндеги плитанын 

ийилүүсүн сандык эсептөөнүн негизинде Delphi программа-

сы аркылуу чечилген, ал эми графикалык чыгаруу AutoCAD 

программалык комплекстик системасында ишке ашырыл-

ган. Алынган жыйынтыктарга толук талдоо жүргүзүлгөн. 

Плитанын траншея түрүндөгү негиз менен толук эмес бай-

ланышта болгондогу абалы, анын өзгөчө чыналуу абалына 

түздөн-түз таасирин берет. Бул факторду имарат жана 

курулуштарды фундаменттерин проектирлөө кезинде ка-

ралышы керек.  

Негизги сөздөр: ийилүү, плита, серпилгичтүү негиз, 

толук эмес байланыш, жалпыланган чечүү ыкмасы, Фурье-
нин өзгөртмөсү. 

В статье произведена численная реализация специфи-

ческой задачи изгиба полубесконечной плиты на упругом 

винклеровском основании с учетом неполного контакта с 

основанием и влиянием продольных усилий, приложенных в 

срединной плоскости плиты. На основании ранее разрабо-

танного авторами алгоритма точного аналитического 

решения задачи изгиба полубесконечной плиты на упругом 

винклеровском основании с учетом неполного контакта с 

основанием и влиянием продольных усилий, приложенных в 

срединной плоскости плиты, составлена программа в среде 

Delphi, а вывод графиков осуществлен в системе программ-

ного комплекса AutoCAD. Произведен подробный поэтап-

ный анализ полученных результатов. При этом неполный 

контакт полубесконечной плиты в виде траншеи, располо-

женной на краю плиты, влияет на напряженно-деформи-

рованное состояние плиты. Этот фактор необходимо учи-

тывать при проектировании фундаментов зданий и соору-

жений.  

Ключевые слова: изгиб, плита, упругое основание, 

неполный контакт, обобщенные решения, преобразование 
Фурье. 

The article provides a numerical implementation of the 

specific problem of bending a semi-infinite plate on an elastic 

Winkler base, taking into account incomplete contact with the 

base and the influence of longitudinal forces applied in the me-

dian plane of the plate. Based on the recommended algorithm 

for the exact analytical solution of the problem of bending a 

semi-infinite slab on an elastic Winkler base, taking into account 

incomplete contact with the base and the influence of longitudi-

nal forces applied in the middle plane of the slab, a program was 

compiled in Delphi environment, and the graphs were output in 

the AutoCAD software system. A detailed phased analysis of the 

results was made. In this case, incomplete contact of a semi-in-

finite slab in the form of a trench located on the edge of the slab 

affects the stress-strain state of the slab. This factor must be 

taken into account when designing the foundations of buildings 

and structures 

Key words: bending, plate, elastic base, incomplete con-

tact, generalized solutions, Fourier transform. 

Цель исследования. Численная реализация ра-

нее разработанного алгоритма расчета полубесконеч-

ной плиты на винклеровском упругом основании с 

учетом сложных условий работы плиты. 

Метод исследования. Составление и отладка 

программы расчета в среде Delphi и вывод графиков с 

помощью системы AutoCAD. 

В [1] получено точное аналитическое решение 

расчета полубесконечной плиты на деформируемом 

сновании Винклера с учетом сложных условий рабо-

ты плиты. При расчете краевых участков плит не пол-

ностью контактирующихся с грунтом на отдельных 

участках расчетная схема сводится к такого рода зада-

чам (рис.1) [2,3,4,5].



 

 

 

ИЗВЕСТИЯ ВУЗОВ КЫРГЫЗСТАНА, № 1, 2020 
 

10 

 

 

 

 

DOI:10.26104/IVK.2019.45.557 

 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема полубесконечной плиты на деформируемом основании Винклера  

с учетом сложных условий ее работы. 

В этом случае, чтобы получить дифференциальное уравнение изгиба полубесконечной плиты, 

продлеваем плиту до бесконечной. Тогда в уравнение кроме заданной нагрузки 0( , )q x y
 приложим к 

краю плиты и нагрузку 
( , )iq x y

. В итоге дифференциальное уравнение изгиба плиты будет иметь вид 

[3,4,5,6]: 

 
2 2

2 2

( , ) ( , )
( , ) ( 2 ) ( ) ( , ) x y

W x y W x y
D W x y K x b a b x W x y N N

x y
 

 
        

   
2

0 1

( , )
( , ) ( , )xy

W x y
N q x y q x y

x y


  

       (1) 

В безразмерных координатах уравнение (1) примет вид [1]: 

 
2 2

1 2 02 2
( 2 ) ( ) 2 2 ( , ) ( , ) ( , )Kx b a b x W x y q x y q x y

x y
   

  
         

    (2) 

При действии на плиту вертикальной нагрузки 0( , )q x y
, прогиб плиты определяется из решения 

дифференциального уравнения:    
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 
2 2

1 2 0 12 2
2 2 ( 2 ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )x b a b x W x y q x y q x y

x y
   

  
         

    (3) 

После двумерного преобразования Фурье выражение (3) примет вид [4,6,7]: 

 
2

2 2

0 1

2
( , ) ( , )cos ( , ) ( , ) ( )

b a

b

W x y W x xdx E q A        




    
 

  (4) 

или 

2

1 02

0 0

2 1
( , ) ( , ) ( , , )cos ( ) ( , )cos ( , )

b a

b

W x y W t K x t yd dt A x yd W x y        
 

  

     
 (5) 

В интегральном уравнении (5) 
( , )W x y  - функция прогибов бесконечной плиты в случае полного 

контакта с основанием. В результате применения к выражению (5) cos-преобразование Фурье по 

переменной y, получим интегральное уравнение Фредгольма второго рода: 

2

1 0

1
( , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( ) ( , )cos

2

b a

b

W x W t K x t dt W x A x yd        




  
  (6) 

где 
2

0 2 0( , ) ( , ) ( , )x M x M x     
 

здесь   

0
4

2

( , ) ( cos sin )
2 1

( , ) ( cos sin )
2

xA

xA

e
M x B Bx A Bx

M x e B Bx A Bx













 


 
      (7) 

В результате обратного соs - преобразования Фурье интегральное уравнение Фредгольма второго 

рода (6), получим: 

0

( , ) ( , )cosW x у W x yd  


 
      (8) 

2

0 0

2 2
( , ) ( , )cos cos ( , )cos ( , )

b a

b

W x y E x y W t tdtd d W x y       
 

  

     
 

    2 2

1

0 0

2
, cos cosE A x yd d        



 

  
   (9) 

Вторая производная выражения (9) даст нам выражения 
( , ), ( , )x yM x y M x y

, а третья производная 
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выражения 
( , ), ( , )x yQ x y Q x y

: 

 
2

2 2

0 0

2 2
( , ) ( , ) cos cos ( , )cos ( , )

b a

х x

b

M x y E x y W t xdtd d M x y         
 

  




     


  

    2 2

1

0 0

2
, cos cosE A x yd d        



  
  


 

    

 
2

2 2

0 0

2 2
( , ) ( , ) cos cos ( , )cos ( , )

b a

y y

b

M x y E x y W t tdtd d M x y         
 

  




     


  

     2 2 2 2

1

0 0

2
, cos cosE A x yd d          



  
   


 

                               (10) 

  
2

3 2

0 0

2 2
( , ) ( , ) 2 cos cos ( , )cos ( , )

b a

x x

b

Q x y E x y W t dtd d Q x y          
 

  



          
  

      2 2 3 2

1

0 0

2
, 2 cos cosE A x yd d            



  
      


 

 

  
2

3 2

0 0

2 2
( , ) ( , ) 2 cos cos ( , )cos ( , )

b a

y y

b

Q x y E x y W t tdtd d Q x y          
 

  



          
  

      2 2 3 2

1

0 0

2
, 2 cos cosE A x yd d            



  
      


 

 

В выражениях (10) 
( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )x y x yW x y M x y M x y Q x y Q x y      являются прогибами и 

внутренними усилиями бесконечной плиты в случае полного контакта с основанием. 

Руководствуясь алгоритмом [1] составлена программа в среде Delphi, а вывод графиков 

осуществлен в системе AutoCAD [8,9]. 

Результаты расчета приведены на рисунках 2, 3, 4 и в таблицах 1, 2, 3. 
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Таблица 1 

Результаты 
( , )W x y

 полубесконечной плиты на основании  

Винклера при полном контакте с основанием и без учета продольных усилий 

1x  2х

х  

0.0000 0.4000 0.8000 1.2000 1.6000 2.0000 2.4000 2.8000 3.2000 3.6000 4.0000 

0.0 0.0 0,4341 0,3110 0,2182 0,1416 0,0872 0,0453 0,0154 0,0038 -0,0150 -0,0192 -0,0168 

Результаты 
( , )W x y

  полубесконечной плиты на основании Винклера при полном контакте  

с основанием и с учетом продольных растягивающих усилий 

1x  2х

х  

0.0000 0.4000 0.8000 1.2000 1.6000 2.0000 2.4000 2.8000 3.2000 3.6000 4.0000 

0.0 0.0 0,3993 0,2832 0,1952 0,1250 0,0765 0,0402 0,0123 -0,0043 -0,0138 -0,0171 -0,0143 

Результаты 
( , )W x y

  полубесконечной плиты на основании Винклера при полном контакте  

с основанием и с учетом продольных сжимающих усилий 

 

 

1x  2х

х  

0.0000 0.4000 0.8000 1.2000 1.6000 2.0000 2.4000 2.8000 3.2000 3.6000 4.0000 

0.0 0.0 0,4992 0,3834 0,2772 0,1856 0,1158 0,0585 0,0100 -0,0201 -0,0351 -0,0392 -0,0334 
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Рис. 2. Значения прогибов W(x,y) в полубесконечной плите на деформируемом основании  

Винклера с учетом сложных условий ее работы. 

1 – кривая прогибов в полу бесконечной плите при полном контакте с основанием без учета продольных усилий, 

приложенных в срединной плоскости; 

2 – кривая прогибов в полу бесконечной плите при полном контакте с основанием с учетом продольных растягивающих 

усилий, приложенных в срединной плоскости при а = 0.5, где а - коэффициент пропорциональности интенсивности 

продольных усилий; 

3 – кривая прогибов в полубесконечной плите при полном контакте с основанием с учетом продольных сжимающих 

усилий, приложенных в срединной плоскости при а = 0,5. 
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Таблица 2 

 

Результаты М(х,у)  полубесконечной плиты на основании Винклера при полном контакте  

с основанием и без учета продольных усилий 

 

1x  2х

х  

0.0000 0.4000 0.8000 1.2000 1.6000 2.0000 2.4000 2.8000 3.2000 3.6000 4.0000 

0.0 0.0 ∞ 0,1280 0,1461 0,1177 0,0769 0,0615 0,0595 0,0691 

 

0,0871 0,0964 0,0984 

 

Результаты М(х,у)  полубесконечной плиты на основании Винклера при полном контакте  

с основанием и с учетом продольных растягивающих усилий 

 

1x  2х

х  

0.0000 0.4000 0.8000 1.2000 1.6000 2.0000 2.4000 2.8000 3.2000 3.6000 4.0000 

0.0 0.0 ∞ 0,1124 0,1165 0,1002 0,0754 0,0581 0,0443 0,0303 0,0175 0,0103 0,0084 

 

Результаты М(х,у)  полубесконечной плиты на основании Винклера при полном контакте  

с основанием и с учетом продольных сжимающих усилий 

 

1x  2х

х  

0.0000 0.4000 0.8000 1.2000 1.6000 2.0000 2.4000 2.8000 3.2000 3.6000 4.0000 

0.0 0.0 ∞ 0,0803 0,1083 0,1158 0,1108 0,0995 0,0796 0,511 0,0208 0,0067 0,0040 
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Рисунок 3. Значения прогибов М(х,у) в полубесконечной плите на деформируемом основании 

Винклера с учетом сложных условий ее работы. 

1 – кривая изгибающих моментов в полубесконечной плите при полном контакте с основанием без учета продольных 

усилий, приложенных в срединной плоскости: 

2 – кривая изгибающих моментов в полубесконечной плите при полном контакте с основанием с учетом продольных 

растягивающих усилий, приложенных в срединной плоскости при а = 0,5; 

3 – кривая изгибающих моментов в полубесконечной плите при полном контакте с основанием с учетом продольных 

сжимающих усилий, приложенных в срединной плоскости при а = 0,5. 

Выводы: Анализ результатов расчета полубес-

конечной плиты на деформируемом основании Винк-

лера с учетом и без учета продольных усилий при пол-

ном контакте плиты с основанием показывает:  

1. Без учета продольных растягивающих уси-

лий при полуширине траншеи а=0, т.е. при полном 

контакте конструкции плиты с основанием прогиб в 

безразмерных величинах в начале координат равен 

W(x,y)=0,4341; с учетом продольных растягивающих 

усилий прогиб также в начале координат 

W(x,y)=0,3993, т.е. в 1,09 раза меньше. 

2. С учетом продольных сжимающих сил, при-

ложенных в срединной плоскости плиты при тех же 

парметрах прогиб в начале координат W(x,y)=0,4992, 

т.е. в 1,15 раза больше, чем без их учета при полном 

контакте плиты с основанием.  

3. Изгибающий момент в точке с координатой 

х=0,4 без учета продольных усилий при полном кон-

такте плиты с основанием М(x,y)=0,1280, а с учетом 

продольных растягивающих усилий М(x,y)=0,1124, 

т.е. в 1,14 раза меньше.  

4. Изгибающий момент в точке с координатами 

х=0,4 без учета продольных сжимающих усилий при 

полном контакте плиты с основанием М(x,y)=0,1280, 

а с учетом продольных сжимающих усилий 

М(x,y)=0,0803, т.е. в 1,59 раза меньше.  

На основании анализа полученных результатов 

следует, что учет сложных условий работы плиты 

влияют на напряженно-деформированное состояние 

плиты. Этот фактор необходимо учитывать при 

проектировании фундаментов зданий и сооружений. 
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