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Макалада эки көз карандысыз өзгөрүлмөлүү биринчи түрдөгү Вольтерранын сызыктуу интегралдык теңдемелерин үзгүлтүк-
сүз функциялар мейкиндигинде регулярдоо маселеси изилденет. Теңдемедеги белгилүү функциялардын дифференцирлеүүчү учуру ка-
ралат. Берилген дифференциалдык оператордун негизинде биринчи түрдөгү Вольтерранын интегралдык теңдемелеси үчүнчү түр-
дөгү сызыктуу интегралдык теңдемеге келтирилет.Үүчүнчү түрдөгү интегралдык теңдемелениннегизинде Лаврентьевдик типте-
ги регулярдоо методун негиздөөнү камсыздаган ядронун шарттары берилген. Регулярдалган чыгарылыштын так чыгарылышка 
бир калыпта жыйналуусу жана теңдеменин чыгарылышынын үзгүлтүксүз функциялар мейкиндигинде жалгыздыгы далилденген. 

Негизги сөздөр: регулярдоо, Вольтерранын теңдемелери, бир калыпта жыйналуу, кичи параметр. 

В работе исследованы вопросы регуляризации линейных интегральных уравнений Вольтерра первого рода с двумя независи-
мыми переменными в пространстве непрерывных функций. Рассматривается случай, когда известные функции в уравнении являю-
тся дифференцируемыми. С помощью некоторого дифференциалного оператора интегральное уравнение Вольтерра первого рода 
сводится к эквивалентному, в смысле разрешимости, линейному интегральному уравнению третьего рода. Получены условия для 
ядра уравнения, обеспечивающие обоснования метода регуляризации лаврентьевского типа на основе интегрального уравнения 
третьего рода. Доказана сходимость регуляризованного решения к точному решению по равномерной метрике и единственность 
решения уравнения в пространстве непрерывных функций с двумя независимыми переменными. 

Ключевые слова: регуляризация, уравнение Вольтерра, равномерная сходимость, малый параметр. 

The paper examines the issues of regularization of linear Volterra integral equations of the first kind with two independent variables in 
the space of continuous functions. The case is considered when the known functions in the equation are differentiable. With the help of a cer-
tain differential operator, the Volterra integral equation of the first kind is reduced to an equivalent, in the sense of solvability, linear inte-
gral equation of the third kind. Conditions for the kernel of the equation are obtained that provide justification for the Laurentian type regu-
larization method based on an integral equation of the third kind. The convergence of the regularized solution to the exact solution with re-
spect to the uniform metric and the uniqueness of the solution to the equation in the space of continuous functions with two independent 
variables are proved. 

Key words: regularization, Volterra equation, uniform convergence, small parameter. 

В работах [1-6] исследованы вопросы регуляризируемости интегральных уравнений Вольтерра первого 
рода. В [7-10] построены регуляризирующие операторы для интегральных уравнений Вольтерра третьего рода. 
В указанных работах методы регуляризации относятся к методам лаврентьевского типа и сохраняют свойство 
вольтерровости уравнения. В данной работе интегральное уравнение Вольтерра первого рода с гладкими данны-
ми сводится к уравнению третьего рода на основе которого строится регуляризирующий оператор.  

Рассмотрим линейное интегральное уравнение Вольтерра первого рода  

න 𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑠)𝑢(𝑠, 𝑦)𝑑𝑠 +

௫



න න 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝜏)𝑢(𝑠, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠

௬



௫



= 𝑔(𝑥, 𝑦),       (1) 

где известные функции  𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑠), 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝜏), 𝑔(𝑥, 𝑦) подчиняются условиям: 

а) 𝑔(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷), 𝐷 = [0, 𝑏] × [0, 𝑐], 𝑔(0, 𝑦) = 0; 
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б) 𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑠) ∈ 𝐶ଵ,,(𝐷),   𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑠)/0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑐}; 

в) 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝜏) ∈ 𝐶ଵ,,,(𝐷ଵ),   𝐷ଵ = {(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝜏)/ 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,   0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑦 ≤ 𝑐}. 

Пусть 𝐼 –  тождественный оператор, 𝐷 = 𝑑/𝑑𝑥  - дифференциальный оператор, 0 < 𝐶ଵ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  Действуя 
оператором 𝐶ଵ𝐼 + 𝐷 из уравнения (1), получим уравнение третьего рода.  

𝑝(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑥, 𝑦) + න 𝐺(𝑠, 𝑦)𝑢(𝑠, 𝑦)𝑑𝑠 = න 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑠)𝑢(𝑠, 𝑦)𝑑𝑠

௫



௫



+ 

+ න න 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝜏)

௬



௫



𝑢(𝑠, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠 + 𝑓(𝑥, 𝑦),                                               (2) 

где   𝐺(𝑠, 𝑦) = 𝐶ଵ𝐾(𝑠, 𝑦, 𝑠) + 𝐾௫(𝑠, 𝑦, 𝑠),   𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑥), 

𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑠) = 𝐶ଵ൫𝐾(𝑠, 𝑦, 𝑠) − 𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑠)൯ + 𝐾௫(𝑠, 𝑦, 𝑠) − 𝐾௫(𝑥, 𝑦, 𝑠), 

𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝜏) = −𝐶ଵ𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝜏) − 𝑄௫(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝜏), 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐶ଵ𝑔(𝑥, 𝑦) + 𝑔௫(𝑥, 𝑦) 

Рассмотрим уравнение с малым параметром 𝜀 из интервала (0,1)   

൫𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)൯𝑢ఌ(𝑥, 𝑦) + න 𝐺(𝑠, 𝑦)

௫



𝑢ఌ(𝑠, 𝑦)𝑑𝑠 = න 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑠)

௫



𝑢ఌ(𝑠, 𝑦)𝑑𝑠 + 

+ න න 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝜏)𝑢ఌ(𝑠, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠

௬



௫



+ 𝜀𝑢(0, 𝑦) + 𝑓(𝑥, 𝑦).                         (3) 

С помощью резольвенты 

−
1

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
𝑒𝑥𝑝 ቌ− න

𝐺(𝜈, 𝑦)𝑑𝜈

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)

௫

௦

ቍ 𝐺(𝑠, 𝑦) 

ядра ቀ−𝐺(𝑠, 𝑦)/൫𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)൯ቁ уравнение (3) сводим к эквивалентному виду 

𝑢ఌ(𝑥, 𝑦) = −
1

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
න 𝑒𝑥𝑝 ቌ− න

𝐺(𝜈, 𝑦)𝑑𝜈

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)

௫

௦

ቍ
𝐺(𝑠, 𝑦)

𝜀 + 𝑝(𝑠, 𝑦)

௫



൝න 𝐿(𝑠, 𝑦, 𝜈) ×

௦



 

𝑢ఌ(𝜈, 𝑦)𝑑𝜈 − න 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝜈)𝑢ఌ(𝜈, 𝑦)𝑑𝜈

௫



+ න න 𝑄(𝑠, 𝑦, 𝜈, 𝜏)𝑢ఌ(𝜈, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝜈

௬



−

௦



 

− න න 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝜈, 𝜏)

௬



௫



𝑢ఌ(𝜈, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝜈 + 𝑓(𝑠, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)ቑ 𝑑𝑠 + 

+
1

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
𝑒𝑥𝑝 ቌ− න

𝐺(𝜈, 𝑦)𝑑𝜈

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)

௫



ቍ ൝න 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑠)

௫



𝑢ఌ(𝑠, 𝑦)𝑑𝑠 + 

+ න න 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝜏)

௬



௫



𝑢ఌ(𝑠, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠 + 𝑓(𝑥, 𝑦)ቑ.                                                           (4)  

Теорема. Пусть выполняются условия а) – в), 𝐺(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑑ଵ > 0, 𝑓(0, 𝑦) = 0, 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑥, 𝜏) = 0, 𝑝(0, 𝑦) = 0,
𝑝(𝑥, 𝑦) > 0, ∀𝑥 ∈ (0, 𝑏], ∀𝑦 ∈ [0, 𝑐], 𝑝(𝑥, 𝑦) – неубывающая по х функция в области 𝐷. Если  уравнение (1) имеет 
решение 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷), то, при 𝜀 → 0, решение уравнения (3) равномерно сходится к решению уравнения (2). 
При этом имеет место оценка 

‖𝑢ఌ(𝑥, 𝑦) − 𝑢(𝑥, 𝑦)‖() ≤ 𝑀ଵ ቀ4(𝑑ଵ𝑒)ିଵ𝜀ଵିఉ‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖() + 𝜔௨൫𝜀ఉ൯ቁ, 
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где     𝜔௨൫𝜀ఉ൯ = 𝑠𝑢𝑝
|௫ି௦|ஸఌഁ

௬∈[,]

|𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑢(𝑠, 𝑦)| ,        0 < 𝛽 < 1, 0 < 𝑀ଵ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 

‖∙‖С() = 𝑚𝑎𝑥


|∙|. 

Доказательство. Пусть 𝜂ఌ(𝑥, 𝑦) = 𝑢ఌ(𝑥, 𝑦) − 𝑢(𝑥, 𝑦), где 𝑢(𝑥, 𝑦)  – решение уравнения (1). Тогда из (4) 

получим уравнение  

𝜂ఌ(𝑥, 𝑦) = −
1

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
න 𝑒𝑥𝑝 ቌ− න

𝐺(𝜈, 𝑦)

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)

௫

௦

𝑑𝜈ቍ
𝐺(𝑠, 𝑦)

𝜀 + 𝑝(𝑠, 𝑦)

௫



൝න 𝐿(𝑠, 𝑦, 𝜈)

௦



 

× 𝜂ఌ(𝜈, 𝑦)𝑑𝜈 − න 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝜈)𝜂ఌ(𝜈, 𝑦)𝑑𝜈

௫



+ න න 𝑄(𝑠, 𝑦, 𝜈, 𝜏)𝜂ఌ(𝜈, 𝜏)

௬



௦



𝑑𝜏𝑑𝜈 − 

       − න න 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝜈, 𝜏)

௬



௫



𝜂ఌ(𝜈, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝜈 + 𝜀൫𝑢(𝑠, 𝑦) − 𝑢(𝑥, 𝑦)൯ቑ 𝑑𝑠 + 

       +
1

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
𝑒𝑥𝑝 ቌ− න

𝐺(𝜈, 𝑦)𝑑𝜈

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)

௫



ቍ ൝න 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑠)

௫



𝜂ఌ(𝑠, 𝑦)𝑑𝑠 + 

+ න න 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝜏)𝜂ఌ(𝑠, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠

௬



௫



+ 𝜀[𝑢(0, 𝑦) − 𝑢(𝑥, 𝑦)]ቑ.          (5)  

Поскольку  𝑝(𝑥, 𝑦) неубывающая функция по х в области 𝐷, то при 𝜈 ≤ 𝑥 

1

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
≤

1

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)
, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 . 

Тогда используя условие  𝐺(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑑ଵ, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, для функции 

𝐿ఌ(𝑥, 𝑦) =
1

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
න 𝑒𝑥𝑝 ቌ− න

𝐺(𝜈, 𝑦)

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)

௫

௦

𝑑𝜈ቍ
𝐺(𝑠, 𝑦)

𝜀 + 𝑝(𝑠, 𝑦)
(𝑥 − 𝑠)𝑑𝑠

௫



 

получим 

|𝐿ఌ(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑑ଵ
ିଵ න 𝑒𝑥𝑝 ቌ− න

𝐺(𝜈, 𝑦)

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)

௫

௦

𝑑𝜈ቍ
𝐺(𝑠, 𝑦)

𝜀 + 𝑝(𝑠, 𝑦)
න

𝐺(𝜈, 𝑦)

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)

௫

௦

𝑑𝜈

௫



𝑑𝑠 = 

= 𝑑ଵ
ିଵ න 𝑒ିఘ𝜌𝑑𝜌

ௐഄ(௫,௬,)



< 𝑑ଵ
ିଵ න 𝑒ିఘ𝜌𝑑𝜌

ஶ



= 𝑑ଵ
ିଵ.   

На основе неравенства 
|𝐿(𝑥, 𝑦, 𝜈) −  𝐿(𝑠, 𝑦, 𝜈)| ≤ 𝑀ଶ(𝑥 − 𝑠), 

|𝑄(𝑥, 𝑦, 𝜈, 𝜏) −  𝑄(𝑠, 𝑦, 𝜈, 𝜏)| ≤ 𝑀ଷ(𝑥 − 𝑠), 

где 𝑀ଶ = 𝐶ଵ𝐿 + 𝐿ଵ, 𝑀ଷ = 𝐶ଵ𝐿ொబ
+ 𝐿ொଵ, 𝐿 = 𝐿𝑖𝑝(𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑠)|𝑥), 

𝐿ଵ = 𝐿𝑖𝑝(𝐾௫(𝑥, 𝑦, 𝑠)|𝑥),   𝐿ொబ
= 𝐿𝑖𝑝(𝑄௫(𝑥, 𝑦, 𝜈, 𝜏)|𝑥), 
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𝐿ொଵ = 𝐿𝑖𝑝(𝑄௫(𝑥, 𝑦, 𝜈, 𝜏)|𝑥), 

имеем 

ቮ−
1

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
න 𝑒𝑥𝑝 ቌ− න

𝐺(𝜈, 𝑦)

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)

௫

௦

𝑑𝜈ቍ
𝐺(𝑠, 𝑦)

𝜀 + 𝑝(𝑠, 𝑦)

௫



൝න 𝐿(𝑠, 𝑦, 𝜈)

௦



× 

× 𝜂ఌ(𝜈, 𝑦)𝑑𝜈 − න 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝜈)𝜂ఌ(𝜈, 𝑦)𝑑𝜈

௫



+ න න 𝑄(𝑠, 𝑦, 𝜈, 𝜏)𝜂ఌ(𝜈, 𝜏)

௬



௦



𝑑𝜏𝑑𝜈 − 

− න න 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝜈, 𝜏)

௬



௫



𝜂ఌ(𝜈, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝜈ቑ 𝑑𝑠ቮ ≤ 2(𝑀ଶ + 𝑀ଷ)|𝐿ఌ(𝑥, 𝑦)| × 

× ൝න|𝜂ఌ(𝜈, 𝑦)|

௫



𝑑𝑣 +  + න න|𝜂ఌ(𝜈, 𝜏)|

௬



௫



𝑑𝜏𝑑𝜈ቑ ; 

ቮ
1

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
𝑒𝑥𝑝 ቌ− න

𝐺(𝜈, 𝑦)𝑑𝜈

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)

௫



ቍ ൝න 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑠)

௫



𝜂ఌ(𝑠, 𝑦)𝑑𝑠 + 

+ න න 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝜏)𝜂ఌ(𝑠, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠

௬



௫



ቑቮ ≤ (𝑀ଶ + 𝑀ଷ)
𝑑ଵ

ିଵ

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
න 𝐺(𝜈, 𝑦)𝑑𝜈

௫



× 

× 𝑒𝑥𝑝 ቌ−
1

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
න 𝐺(𝜈, 𝑦)𝑑𝜈

௫



ቍ ൝න|𝜂ఌ(𝜈, 𝑦)|

௫



𝑑𝑣  + න න|𝜂ఌ(𝜈, 𝜏)|

௬



௫



𝑑𝜏𝑑𝜈ቑ ≤ 

≤ (𝑀ଶ + 𝑀ଷ)𝑑ଵ
ିଵ𝑒ିଵ ൝න|𝜂ఌ(𝜈, 𝑦)|

௫



𝑑𝑣  + න න|𝜂ఌ(𝜈, 𝜏)|

௬



௫

,

𝑑𝜏𝑑𝜈ቑ,  

𝑠𝑢𝑝
ఘஹ

[𝜌𝑒ିఘ] ≤ 𝑒ିଵ, 𝜌 =
1

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
න 𝐺(𝜈, 𝑦)𝑑𝜈

௫



. 

В силу полученных оценок из (5) имеем 

|𝜂ఌ(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑀 ൝න|𝜂ఌ(𝜈, 𝑦)|

௫



𝑑𝑣  + න න|𝜂ఌ(𝜈, 𝜏)|

௬



௫



𝑑𝜏𝑑𝜈ቑ + ‖(𝐻ఌ𝑢)(𝑥, 𝑦)‖(), 

где   𝑀 = (𝑀ଶ + 𝑀ଷ)𝑑ଵ
ିଵ(2 + 𝑒ିଵ), 

(𝐻ఌ𝑢)(𝑥, 𝑦) ≡
𝜀

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
𝑒𝑥𝑝 ቌ− න

𝐺(𝜈, 𝑦)

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)

௫



𝑑𝜈ቍ [𝑢(0, 𝑦) − 𝑢(𝑥, 𝑦)] − 

−
𝜀

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
න 𝑒𝑥𝑝 ቌ− න

𝐺(𝜈, 𝑦)

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)

௫

௦

𝑑𝜈ቍ
𝐺(𝑠, 𝑦)

𝜀 + 𝑝(𝑠, 𝑦)

௫



[𝑢(𝑠, 𝑦) − 𝑢(𝑥, 𝑦)]𝑑𝑠. 
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Отсюда, используя аналог неравенства Гронуолла-Беллмана [11, с. 59] получим  

|𝜂ఌ(𝑥, 𝑦)| ≤ exp൫𝑏𝑀(1 + 𝑐)൯‖(𝐻ఌ𝑢)(𝑥, 𝑦)‖(). 

Перейдем к норме в 𝐶(𝐷) и используем оценку [7] 

‖(𝐻ఌ𝑢)(𝑥, 𝑦)‖() ≤ 4(𝑑ଵ𝑒)ିଵ𝜀ଵିఉ‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖() + 𝜔௨൫𝜀ఉ൯, 0 < 𝛽 < 1, 

при 𝜀 → 0, получим, что регуляризованное решение  𝑢ఌ(𝑥, 𝑦) → 𝑢(𝑥, 𝑦)  равномерно. Теорема доказана.  

Следствие. При выполнении условий теоремы 1 решение уравнения (1) единственно в  С(𝐷). 
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