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4E  мейкиндигинин   аймагында ушундай жылма 

сызыктардын ушундай көптүгү каралган: ар бир X  
чекити аркылуу берилген көптүктүн бир гана  сызыгы 
өтөт.   аймагында ортонормаланган кыймылдуу 

ieX


,( ) (i,j,k=1,2,3,4) репери берилген көптүктүн 

1 сызыгы үчүн Френенин репери боло тургандай танда-

лып алынган. ie


 вектордук талааларынын интегралдык 

сызыктары Френенин торчосун 4  түзүшөт. Бул торчо-

нун 
4  сызыгынын ),( 4eX


жанымасында 3

4F  чекити 

жашайт. X чекити   аймагында кыймылга келгенде, 3
4F  

чекити өзүнүн 4
3
4 E  аймагын сызып чыгат. 

Натыйжада 
3
4

3
4f :  бөлүктөп чагылтуусуна ээ 

болобуз: 
3

4
3

4 FXf )( . 

   21 е,Х,е,Х


 түз сызыктары 
3

4f :
3
4  

бөлүктөп чагылтуусунда кыймылсыз болуштарынын зарыл 
жана жетиштүү шарттары табылган. 

Негизги сөздөр: Френенин точосу, Френенин 
циклдик торчосу, псевдофокус, бөлүктөп чагылтуу, 
кыймылсыз түз сызык. 

Рассмотрено семейство гладких линий в области   
евклидова пространства 

4E  так, что через каждую точку 

X  проходит одна линия заданного семейства. 

Подвижной ортонормированный репер ieX


,( ) 

(i,j,k=1,2,3,4) в области   выбран так, чтобы он был 

репером Френе для линии 1  заданного семейства. 

Интегральные линии 
i векторных полей ie


 образуют 

сеть Френе 4 . На касательной к линии 
4  сети Френе 

инвариантным образом определяется точка 

),( 4
3

4 eXF


 . Когда точка X  смещается в области 

 , точка 3
4F  описывает свою область 4

3
4 E . Полу-

чается частичное отображение 
3

4f :
3
4 такое, 

что 
3

4
3

4 FXf )( . 

Найдены необходимое и достаточные условия для 

того, чтобы прямые    21 е,Х,е,Х


 являлись не-

подвижными в частичном отображении 
3

4f . 

Ключевые слова: Сеть Френе, циклическая сеть 
Френе, псевдофокус, частичное  отображение, 
неподвижная прямая. 

In the domain 4Е  it is considered a set of smooth 

lines such that through the point X  passed one line of 
given set. The moving orthonormal frame 

),,,,,(),( 4321kjieXR i 


 is frame of Frenet  for 

the line 1  of the given set. Integral lines of the vector fields 

ie


 are formed net 4  of  Frenet. There exists a point 

),( 4
4

1 eXF


  on the tangent of  the line 
4 . When the 

point X shifted in the domain  , the point 3
4F  describes it’s 

domain 
3
4  in 

4E . It is defined a partial mapping 

3
4

3
4f :  such that 

3
4

3
4 FXf )( . 

The necessary and sufficient condition in order that the 

lines    21 ,,, еХеХ


 are immovability in the partial 

mapping 
3

4f  are found. 

Key words:   Frenet’s net, cyclic net of Frenet, 
pseudofocus, a partial mapping, immovability line. 

В области   евклидова пространства 4E , 

задано семейство гладких линий так, что через 
каждую точку X  проходит одна линия 
заданного семейства. Подвижной орто-

нормированный репер ),( 1eX


  

),,,,,( 4321kji   в области   выбран так, 

чтобы он был репером Френе  482481C1 ., , 

 348c2 .,  для линии 
1 заданного семейства. 

Деривационные формулы репера   имеют вид: 

i
ieXd


 , k
k

ii eed


 .                             (1) 
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Формы 
k

i
i  ,  удовлетворяют структурным 

уравнениям евклидова пространства: 

,k
ikiD    ,k

j
j

i
k
iD    

0i
j

j
i                    (2) 

Интегральные линии векторных полей ie


 

образуют сеть Френе 4  для линии 
1  

заданного семейства. Поскольку репер   

построен на касательных к линиям сети 4 , 

формы 
k
i  становятся главными, т.е. 

jk
ij

k
i   .                                                     (3) 

В силу последнего равенства формулы (2) имеем: 

i
kj

k
ij  .                                                     (4) 

Дифференцируя внешним образом равенство (3): 
jk

ij
jk

ij
k
i DdD   . 

Применяя формул (2) отсюда имеем: 

jk
ij

jk
ij

k
j

j
i d 

    

В силу равенства (3) последнее равенство имеет 
вид: 





   jk

ij
jk

ij
k
j

j
i d  

или 





   jk

ij
jk

ij
j

i
k
j d . 

Отсюда найдем:  

0d j
i

k
j

j
j

k
i

jk
ij  




 

или 

( 0d j
i

k
jj

k
i

k
ij   )


 . 

Применяя лемму Картана  432c3 .,  отсюда 

имеем: 
mk

ijmi
k

jj
k
i

k
ijd   




  

или 

mk
ijm

k
ij Bd  ,                                              (5) 

где  





 im
k

jjm
k
i

k
ijm

k
ijmB  . 

Система величин  k
ijm

k
ij  ,  образуют 

геометрический обьект второго порядка. 

Формулы Френе для линии 
1 заданного 

семейства имеют вид: 

,2
2
1111 eed


  

,3
3
211

1
2121 eeed


  

,4
4
312

2
3131 eeed


  

3
3
4141 eed


 , 

и ,01
31

3
11   01

41
4
11  ,        (6) 

02
41

4
21  .                                            (7) 

Здесь ,2
11

1
1k   ,3

21
1
2k   

4
31

1
3k   – 

первая, вторая и третья кривизны линии 
1  

соответственно (где 1d  символ дифференци-

рования вдоль линии 
1 ). 

 Псевдофокус  491475c4 .,
j

iF ( ji  ) 

касательной к линии 
i  сети 4

~
 определяется 

следующим радиус-вектором: 

 ii
jj

ij
ij

j
i e

1
Xe

1
XF







 .                (7) 

На каждой касательной ( ieX


, ) сущест-

вуют по три псевдофокуса. На прямой ( 1eX


, ) 

существуют псевдофокусы 
4

1
3

1
2

1 FFF ,, , на 

прямой ( 2eX


, ) –
4

2
3

2
1
2 FFF ,, , на прямой (

3eX


, ) – 
4

3
2

3
1

3 FFF ,, , на прямой ( 4eX


, ) – 

3
4

2
4

1
4 FFF ,, . 

Сеть 4  в 4E  называется циклической 

сетью Френе  219212c5 ., , если реперы  

),,,,( 43211 eeee


 , 

 ),,,,( 14322 eeee


 , 

),,,,( 21433 eeee


 ,  

),,,,( 32144 eeee


  являются соответст-

венно реперами Френе для линий 
4321  ,,,  сети 4  одновременно.  
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Пусть сеть 4  является циклической сетью 

Френе. Ее обозначим через 4
~

. Псевдофокус   

),( 4
3

4 eXF


  определяемый радиус-векторам:     

43
43

3
4 e

1
XF




 .                                        (8) 

Когда точка   смещается в области  , точка 

),( 1
3

4 eXF


  описывает свою область 

4
3
4 E . Получим частичное отображение 

3
4f : 

3
4  такое, что 

3
4Ff )( . 

К области 
3
4  присоединим подвижной 

репер  ),(/
i

3
4 cF


                                    (9) 

Так как сеть 4
~

 является циклической 

сетью Френе, координатные векторы 
/  имеют 

вид  8 : 

423
43

3
431

33
43

3
41

11 e
B

eec


)(





 ;           

423
43

3
432

33
43

3
42

22
)(

e
B

eec








 ; 

         423
43

3
433

13
43

1
43

3 e
B

ec


)(





 ;              

423
43

3
434

13
43

1
44

4 e
B

1ec























)(
.         (10) 

Пусть прямая  2, eX


 неподвижна в 

частичном отображении 
3

4f . Тогда из второго 

равенства формулы (10) имеем: 

0,0 3
432

3
42  B .                     (11) 

где 
4
32

3
42   – вторая кривизна линии 2  

циклической сети Френе, 4324
3
432 kdeB


  

(где 4
3
434

4
3343 eek


 – первая кривиз-

на линии 3  циклической сети Френе). 
Обратно, если имеют места (11), то прямая 

 2,eX


 – неподвижна в частичном отображении 

3
4f . 

Аналогично, из условия неподвижности 

прямой  1, eX


 в частичном отображении 
3

4f  

имеем: 

0,0 3
431

3
41  B ,                           (12) 

где 
4
31

3
41   – третья кривизна линии 

1  

циклической сети Френе, 4314
3
431 kdeB


  

Обратно, если выполняются условия (12), 
то прямая  1,eX


 является неподвижной прямой 

в частичном отображении 3
4f . 

Таким образом справедлива  

Теорема. Прямые    12 ,,, еХеХ


 непод-

вижны в частичном отображении 
3

4f  тогда и 

только тогда, когда выполнены условия (11), (12) 
соответственно. 

Следствие. Если линия 
)(14  

совпадает с координатной линией 4  цикли-

ческой сети 4
~

 Френе (
4  всегда является 

двойной линией отображения  8f 3
4 ), то пара 

),( )(14
3

4f   не имеет других двойных линий, 

принадлежащих распределению 
)(14 . 
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