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Рассмотрим уравнение 

 
и граничным условиями 

0u(t,a) u(t,b) 0,   t [t ,T].                (3) 

Должно выполняться условие согласованности 

(a) (b) 0.       ∈                                                 (*) 

Здесь задача заключается в том, чтобы доказать единственность решения задачи (1)–(3). 
Для решения поставленной задачи дополнительно рассмотрим обыкновенное дифференциальное 

уравнение 
2

2

v
F(t,x)

x


 


                                                        (4) 

c граничным условием 
v(t,a) v(t,b) 0.                                                      (5) 

Для решения задачи (4), (5) построим функцию Грина.  
Функцию Грина ищем в виде  

  
 
y b x , a у х,

G(x, y)
y (х а), х у b.

   
 

  

A   

B   
 

По  определению  она  должна  быть  при  х  =  у  непрерывна,  т.е.  A(y)(b  –  y)  =  B(y)(y  –  a)  и  первая 

производная должна терпеть разрыв I рода со скачком, равным –1, т.е. B(y)–(–A(y))=–1. Из этих двух 

уравнений находим 

   
y a b y

A y  ,    B y  .
b a b a

 
   

 
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Имеем 

(y a)(b x)
, a у х,

b a
G(x, y)

(b y)(x a)
, х у b.

b a

 
   

 
   

 

  

  

                                              (6) 

Тогда решением задачи (4), (5) является 

     
b

a

v t, x G x, y F t, y dy.                                                       (7) 

Если рассмотрим задачи (1), (3) как в (4)-(7), то имеем 

     
 

 
b

a

u t, y
u t,x G x, y m y f t, y dy.

t

 
  

 
                          (8) 

Интегрируем (8) по t от t� до t. 

     
 

   
0 0 0

t t b t b

t t a t a

u s, y
u s,x ds G x, y m y dyds G x, y f s, y dyds.

s


  

          (9) 

Для  того,  чтобы  избавиться  от  производной  искомых  функций,  первый  повторный  интеграл 
интегрируем по частям: 

   
 

   
 

0 0

t b b t

t a a t

u s, y u s, y
G x, y m y dyds G x, y m y ds dy

s s

  
  

   
    

          
b b

a a

G x, y m y u t, y dy G x, y m y у dy.                           (10) 

Подставляя (10) в (9), получим 

     
0

t b

t a

u s,x ds K(x, y)u t, y dy H t,x ,                                     (11) 

где 

     K x, y G x, y m y ,   

          
0

b t b

a t a

H t,x G x, y m y у dy G x, y f s, y dyds.                    (12) 

В силу (6) напишем более подробно функцию K(x,y) 

     
 

 

(y a)(b x)
m y , a y x,

b a
K x,y   G x, y m y

(b y)(x a)
m y , x y b.

b a

 
  

   
   

 

  

  

               (13) 

В силу (13) уравнение (11) будем писать в виде 

           
0

t х b

t a х

u s,x ds A x, y u t, y dy B x, y u t, y dy H t,x ,               (14) 

где, согласно (13), 

 
  

 
y a b x

А x,y m y ,   a у х,
b a

 
  


 



 

75 
 

НАУКА, НОВЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ИННОВАЦИИ КЫРГЫЗСТАНА № 5, 2017 

   
(b y)(x a)

В x, y m y ,   х у b.  
b a

 
  


                       (15) 

Обе  части  уравнения  (14)  умножим  на  u(t,x),  и  интегрируя  по  области  
Gt={(s,x): t0st, axb} имеем 

         
0 0 0

t b s t b х

t a t t a a

u ,x u s,x ddxds A x,y u s, y u s,x dydxds    

     
0 0

t b b t b

t a х t a

B x, y u s, y u(s,x)dydxds H s,x u(s,x)dxds.                     (16) 

Преобразуем первый тройной интеграл уравнения (16) следующим образом 

       
0 0 0 0

t b s b t s

t a t a t t

u ,x u s,x d dxds u ,x d u s,x dsdx
 

      
 
 

     

   
0 0 0

0

s t2 2
b t s b s

a t t a t
s t

1 1
u ,x d dtdx u ,x d dx

2 s 2





   
         

       
     

 
0

2
b t

a t

1
u ,x d dx. 

2

 
   

 
 
                                                (17) 

Рассматри второе и третье слагаемые уравнения (16) вместе и во втором интеграле применим формулу 
Дирихле, а затем в этом интеграле поменяем ролями х и у  

         
0 0

t b х t b b

t a a t a х

A x, y u s, y u s,x dydxds B x, y u s, y u(s,x)dydxds    

         
0 0

уt b х t b

t a a t a a

A x,y u s, y u s,x dydxds B x, y u s, y u(s,x)dхdуds     

     
0

t b х

t a a

Р x, y u s, y u s,x dydxds,                                                (18) 

где 

     Р x, y A x, y  B у,х .                                     (19) 

В силу (15) из (19) имеем 

 
  

   
y a b x

Р x, y m y m x .
b a

 
   

                             (20) 

Итак, преобразуем для второе и третье слагаемое уравнения (16) следующим образом 

           
0 0

t b х t b x x

t a a t a a y

Р x,y u s, y u s,x dydxds Р x, y u s,z dz dy u s,x dxds
y

  
    

    
     

         
0

y x
t b x x x

y

t a y a y
y a

Р x, y u s,z dz Р x, y u s,z dz dy u s,x dxds





    
      

        
     
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         
0

t b x x x

y

t a a a y

Р x,a u s,z dz Р x, y u s,z dz dy u s, x dxds
   

            
     

       
0

22t b x x x

y

t a a a y

1
Р x,a u s,z dz Р x, y u s,z dz dy dxds

2 x x

                 
     

       
0

x b2 2t x b x

x

t a a a
x a

1
Р x,a u s,z dz Р x,a u s,z dz dx ds

2





 
               

     

   
0

2
t b b x

y

t a y y

1
Р x, y u s,z dz dxdyds

2 x

 
  

   
   

       
0

2 2t b b x

x

t a a a

1
Р b,a u s,z dz Р x,a u s,z dz dx ds

2

    
      
     
     

       
0

x b2 2
t b x b x

y xy

t a y y y
x y

1
Р x,y u s,z dz Р x, y u s,z dz dx dyds

2





 
             
     

     

       
0 0

2 2t b t b x

x

t a t a a

1 1
Р b,a u s,z dz ds Р x,a u s,z dz dxds

2 2

   
     

   
     

       
0 0

2 2
t b b t b b x

y xy

t a y t a y y

1 1
Р b,y u s,z dz dyds Р x,y u s,z dz dxdyds.

2 2

   
       

   
        (21) 

Подставляем (17), (21) в (16) 

     
0 0

2 2b t t b

a t t a

1 1
u s,x ds dx Р b,a u s,z dz ds

2 2

   
        

     

       
0 0

22t b x t b b

x y

t a a t a y

1 1
Р x,a u s,z dz dxds Р b,y u s,z dz dyds

2 2

  
      

   
     

       
0 0

2
t b b x t b

xy

t a y y t a

1
Р x,y u s,z dz dxdyds H s,x u s,x dxds.

2

 
  

 
 

                  (22) 

Напишем при H(t,x)=0 условие, для которое уравнение (22) имеет единственное решение u(t,x)0. 
Этими условиями являются 

 Р b,a 0,  

 xР x,a 0,  

 yР b, y 0,  

 xyР x, y 0.                                                (23) 
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Из (20) находим 

 
 

       x

y a
Р x, y b x m х m y m х ,

b a


     

 

 
 

       y

b x
Р x, y y a m y m y m х ,

b a


     

 

             xy

1
Р x, y b x m x y a m y m y m х .

b a
        

          (24) 

Учитывая (24) из (23) имеем 

 Р b,a 0 0,   

 xР x,a 0 0,   

 yР b,y 0 0,   

             xy

1
Р x, y b x m x y a m y m y m х 0.

b a
         

    (25) 

Из  (25)  имеем  следующее  неравенство  относительно  функций  m(x),  для  аргументов  х  и  у 
удовлетворяющих неравенств ayxb 

           b x m x y a m y m y m х .                             (26) 

Таким образом доказана следующая теорема. 

Теорема. Пусть m(x)C1[a,b] и (x,y)G1={(x,y): ayxb} выполняется неравенство (26). Тогда 
решение задачи (1)–(3) единственно в пространстве C1,2(G). 

Пример 1. Если m(x)=C0–const, x[a,b], то при С0>0 выполняется условия теоремы. 

Пример 2. Пусть a=0, b=1 и m(x)=x+. Подставляя эти данные в (26) имеем 

1 х у у х 2 .       

Отсюда при 0yx1 получим 

1
.

2
   
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